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Abstract. In this work, we explore the dynamical behavior of a cosmological 
model governed by a steep exponential potential. Our study concentrates on 
the autonomous form of the evolution equations, enabling us to investigate 
the asymptotic characteristics of the model. We construct a set of first-order 
differential equations which is associated with the scalar field and the expansion 
of the universe. A key part of the analysis involves identifying the critical points 
of the cosmological model. We determine the stability properties of these points 
through eigenvalues, classifying them as stable, unstable or saddle points. 
This classification provides valuable insight into how the universe may evolve 
qualitatively under the influence of a steep exponential potential. Our results 
show that for specific parameter ranges, the model admits a stable critical 
point, which functions as a late-time attractor. This indicates that exponential 
potential can drive the universe toward a stable phase of evolution. Additionally, 
we use phase space diagrams to illustrate the trajectories and stability structure 
of the system, offering a clear visualization of the scalar field domination at the 
current epoch.
Keywords: Dynamical analysis, Fixed point, Quintessence, Cosmic acceleration, 
Phase space
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Introduction

Astronomy is one of humanity’s oldest fields of knowledge, devoted to the study of celestial 
objects such as stars, galaxies, planets, and moons. A closely related discipline, cosmology, 
focuses on understanding the Universe as a whole. It applies the scientific method to investigate 
the origin, evolution, and ultimate fate of the cosmos. Cosmological theories are developed 
to make specific predictions about observable phenomena, which can be tested through 
astronomical observations. Depending on the outcomes, these theories may be refined, revised, 
or replaced. The prevailing explanation for the origin and evolution of the Universe is the Big 
Bang theory, widely known as the standard cosmological model. This model is grounded in 
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Einstein’s general theory of relativity, published in 1915. Observational breakthroughs in the 
1920s – such as Edwin Hubble’s discovery that the Milky Way is just one of many galaxies 
and Vesto Slipher’s early measurements indicating the Universe’s expansion – paved the way 
for modern cosmological models. Soon after, Georges Lemaître and others formulated the 
Big Bang hypothesis based on general relativity [1,2,3,4,5]. The Big Bang model remains the 
dominant framework in cosmology and has passed several major observational tests. These 
include the Hubble diagram describing the Universe’s expansion,  the predicted abundances 
of light elements such as deuterium and helium from Big Bang Nucleosynthesis (BBN), and 
the observation of the cosmic microwave background (CMB), which is the relic radiation from 
the early Universe. Since the late 20th century, the fields of cosmology and space science 
have undergone profound developments. One of the most significant discoveries was that the 
expansion of the Universe is accelerating, implying the existence of a mysterious component 
known as dark energy. Another major theoretical advancement is cosmic inflation, which 
posits a brief period of extremely rapid expansion immediately after the Big Bang, helping to 
explain the large-scale structure of the cosmos.

Astrophysicists generally agree that all matter – ranging from galaxies and stars to planets 
and life - originated roughly 13 billion years ago from an extremely hot, dense state. Instead 
of occurring within pre-existing space, the Big Bang created both matter and space itself. 
In its earliest moments, the Universe was filled with a hot plasma of fundamental particles 
such as quarks and photons. As expansion progressed, the energy density decreased and 
the temperature dropped, eventually allowing atoms and more complex structures to form. 
This cooling process can be loosely compared to the temperature drop experienced when a 
bottle of carbonated liquid is opened and gas escapes [6,7,8,9,10]. A transformative moment 
in modern cosmology occurred in 1998, when two independent research groups studying 
distant Type Ia supernovae reported that the Universe’s expansion is accelerating. Before this 
discovery, cosmologists expected the expansion to slow down due to gravitational attraction, 
and the parameter describing the second derivative of the expansion – q – was therefore 
termed the “deceleration parameter.” The discovery of acceleration fundamentally changed our 
understanding of cosmic dynamics. The cosmological constant, Λ, offers a simple explanation 
for this accelerated expansion, though its history in physics has been complex, having been 
introduced, discarded, and revived multiple times. Subsequent observations – including 
detailed supernova studies, measurements of the CMB, large-scale structure surveys, and 
galaxy cluster data – have confirmed the presence of accelerated expansion with increasing 
confidence. According to the standard cosmological model, the Universe contains substantial 
amounts of dark matter (DM) and dark energy (DE), although their true nature remains 
unknown. Measurements from the Planck satellite indicate that the Universe is composed of 
approximately 68.3% dark energy, 26.8% dark matter, and 4.9% baryonic (ordinary) matter.

Dynamics of Scalar Field

It is well understood that Einstein’s field equations govern the dynamics of the Universe. 
The left-hand side of these equations encodes the curvature of spacetime, while the right-
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hand side contains the energy–momentum tensor, which represents the matter – energy 
content of the Universe. In their original form, Einstein’s equations do not naturally yield late-
time cosmic acceleration. To account for the observed acceleration, one must either introduce 
an exotic fluid with sufficiently negative pressure or modify the gravitational theory itself. 
The cosmological constant (Λ), corresponding to the ΛCDM model with an equation-of-state 
parameter w=−1, is the simplest and most widely studied dark energy candidate. Although 
the ΛCDM model is consistent with current observations, it faces significant theoretical 
challenges, notably the cosmological constant and coincidence problems. While cosmological 
data support the existence of Λ, reconciling its observed value with theoretical predictions 
remains a major difficulty. This motivates the exploration of alternative explanations for 
dark energy. Scalar fields naturally arise in high-energy physics, including particle physics 
and string theory, and provide promising candidates for dark energy. In standard cosmology, 
the matter content is described by a perfect fluid with a barotropic equation of state, where 
the pressure p(t) and energy density ρ(t) are functions of cosmic time. The conservation of 
the energy–momentum tensor, guaranteed by the Bianchi identities, ensures the internal 
consistency of general relativity and its covariant framework. Observations indicate that the 
Universe is homogeneous and isotropic on large scales (greater than approximately 100 Mpc). 
These assumptions underpin the Friedmann–Lemaître–Robertson–Walker (FLRW) metric, 
which embodies the cosmological principle. Consequently, the scale factor a(t), depending 
only on cosmic time, fully characterizes the expansion history of the Universe. By integrating 
the relevant second-order differential equation governing a(t), one obtains a corresponding 
first-order differential equation that this function must satisfy.

        (1)

       (2)

 
Here, H is the Hubble parameter, Λ is the cosmological constant, k= 0, ±1 is the curvature 

constant and the covariant conservation condition of the energy-momentum tensor simplifies 
to

     (3)

This Equation is known as Friedmann equation. It is clear from the motion of a unit mass 
particle in a potential V = V (a).
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Where ρeff acts as an total energy viscosity parameterized by the expansion factor a(t). The 
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factor plays the significant role of a positional variable for a hypothetical particle of unit mass 
bluffing the expanding nature of the macrocosm. 
It is worth noting that if the cosmological constant is interpreted as the energy density of the 
quantum vacuum, then this energy remains constant throughout the evolution of the 
Universe. The standard cosmological model is characterized by several key features, 
including the following: 
(i) The theory contains inherent limitations and energetic boundaries that highlight the 
constraints imposed by classical singularities. In describing the structure and evolution of the 
Universe, we employ the classical framework of general relativity, while regimes beyond the 
Planck epoch remain outside the scope of our analysis. 
(ii) The investigation of universal properties relies on a set of fundamental parameters. These 
include various density parameters and quantities related to the cosmic microwave background 
(CMB) spectrum, both of which play essential roles in modern cosmology. 
Phase-space analysis using dynamical systems has been extensively explored in the literature. 
Here, we briefly outline the dynamical systems approach, which is essential for understanding 
the asymptotic behavior of cosmological models and is broadly classified within the category 
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Where ρeff acts as an total energy viscosity parameterized by the expansion factor a(t). 
The cosmological constant and curvature term in Eq. (1) can be explained as a technical type 
of fluid: pΛ = −ρΛ = −Λ and pk = −1/3, ρk = −3k/a2 Thus, the standard model of cosmology can 
be represented as a dynamical system to Newtonian mechanics: a ¨= ∂v/∂a where expansion 
factor plays the significant role of a positional variable for a hypothetical particle of unit mass 
bluffing the expanding nature of the macrocosm.

It is worth noting that if the cosmological constant is interpreted as the energy density 
of the quantum vacuum, then this energy remains constant throughout the evolution of the 
Universe. The standard cosmological model is characterized by several key features, including 
the following:

(i) The theory contains inherent limitations and energetic boundaries that highlight the 
constraints imposed by classical singularities. In describing the structure and evolution of the 
Universe, we employ the classical framework of general relativity, while regimes beyond the 
Planck epoch remain outside the scope of our analysis.

(ii) The investigation of universal properties relies on a set of fundamental parameters. 
These include various density parameters and quantities related to the cosmic microwave 
background (CMB) spectrum, both of which play essential roles in modern cosmology.

Phase-space analysis using dynamical systems has been extensively explored in the 
literature. Here, we briefly outline the dynamical systems approach, which is essential for 
understanding the asymptotic behavior of cosmological models and is broadly classified within 
the category of autonomous systems [11, 12]. In such systems, the choice of dimensionless 
variables is motivated by several considerations:

(a) They allow the dynamical system to be cast in a bounded domain.
(b) They possess clear physical interpretations.
(c) They often introduce a structural harmony in the equations, enabling a reduction in the 

number of variables and yielding a simplified system for analysis.
For clarity, we restrict our discussion to a system of two first-order differential equations, 

although the method can be generalized to systems of arbitrary size. We consider the following 
set of coupled differential equations, which describe the evolution of the variables x(t) and 
y(t) as:

                  (6)
	

              (7)

The given equations represent a system where f and g are functions of x, y, and t. If f and g do 
not explicitly depend on time, However these equations are appertained to as an independent 
system. The analysis of the dynamic geste of the independent system can be conducted as 
described below. To identify the fixed or critical points, we can set the left-hand side of the 
independent system equal to zero. In simpler terms, a point (xc, yc) is considered a critical 
point if it meets the following condition.

                                 (8)       

(a) They allow the dynamical system to be cast in a bounded domain. 
(b) They possess clear physical interpretations. 
(c) They often introduce a structural harmony in the equations, enabling a reduction in the 
number of variables and yielding a simplified system for analysis. 
For clarity, we restrict our discussion to a system of two first-order differential equations, 
although the method can be generalized to systems of arbitrary size. We consider the 
following set of coupled differential equations, which describe the evolution of the variables 
x(t) and y(t) as: 

𝑥̇𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)                        (6) 
  

                         𝑦̇𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)                      (7) 
 

The given equations represent a system where f and g are functions of x, y, and t. If f 
and g do not explicitly depend on time, However these equations are appertained to as an 
independent system. The analysis of the dynamic geste of the independent system can be 
conducted as described below. To identify the fixed or critical points, we can set the left-hand 
side of the independent system equal to zero. In simpler terms, a point (xc, yc) is considered 
a critical point if it meets the following condition. 
 
                                                                𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)(𝑥𝑥𝑐𝑐,𝑦𝑦𝑐𝑐) = 0                (8)        
 
                                                                𝐺𝐺(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)(𝑥𝑥𝑐𝑐,𝑦𝑦𝑐𝑐) = 0                (9)   
 
The point (xc, yc) would behave as an attractor when it meets the following condition, 
 
                                                       (𝑥𝑥(𝑡𝑡), 𝑦𝑦(𝑡𝑡)) ⟶ (𝑥𝑥𝑐𝑐, 𝑦𝑦𝑐𝑐)𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 ⟶ ∞                              (10) 

 
Next, let us move to the stability around the stationary point. In this case, we consider 
small perturbations δx and δy near the critical point as 
 
                                                                   𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑐𝑐 + 𝛿𝛿𝛿𝛿                             (11) 
 

                                   𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑐𝑐 + 𝛿𝛿𝛿𝛿                             (12) 
 

On substituting equations (11) and (12) into equations (6) and (7), we get first order 
differential equations, 
 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (

𝛿𝛿𝛿𝛿
𝛿𝛿𝛿𝛿) = 𝑀𝑀(𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿)                    (13) 

 
Here N = ln(a) and the matrix M rely upon critical point (xc, yc), and is given by 
 

M = (
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

)(x=xc  , y=yc)           (14) 

 
It has two eigenvalues η1, η2, and the general solution for δx and δy is given as follows 
 

(a) They allow the dynamical system to be cast in a bounded domain. 
(b) They possess clear physical interpretations. 
(c) They often introduce a structural harmony in the equations, enabling a reduction in the 
number of variables and yielding a simplified system for analysis. 
For clarity, we restrict our discussion to a system of two first-order differential equations, 
although the method can be generalized to systems of arbitrary size. We consider the 
following set of coupled differential equations, which describe the evolution of the variables 
x(t) and y(t) as: 

𝑥̇𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)                        (6) 
  

                         𝑦̇𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)                      (7) 
 

The given equations represent a system where f and g are functions of x, y, and t. If f 
and g do not explicitly depend on time, However these equations are appertained to as an 
independent system. The analysis of the dynamic geste of the independent system can be 
conducted as described below. To identify the fixed or critical points, we can set the left-hand 
side of the independent system equal to zero. In simpler terms, a point (xc, yc) is considered 
a critical point if it meets the following condition. 
 
                                                                𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)(𝑥𝑥𝑐𝑐,𝑦𝑦𝑐𝑐) = 0                (8)        
 
                                                                𝐺𝐺(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)(𝑥𝑥𝑐𝑐,𝑦𝑦𝑐𝑐) = 0                (9)   
 
The point (xc, yc) would behave as an attractor when it meets the following condition, 
 
                                                       (𝑥𝑥(𝑡𝑡), 𝑦𝑦(𝑡𝑡)) ⟶ (𝑥𝑥𝑐𝑐, 𝑦𝑦𝑐𝑐)𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 ⟶ ∞                              (10) 

 
Next, let us move to the stability around the stationary point. In this case, we consider 
small perturbations δx and δy near the critical point as 
 
                                                                   𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑐𝑐 + 𝛿𝛿𝛿𝛿                             (11) 
 

                                   𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑐𝑐 + 𝛿𝛿𝛿𝛿                             (12) 
 

On substituting equations (11) and (12) into equations (6) and (7), we get first order 
differential equations, 
 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (

𝛿𝛿𝛿𝛿
𝛿𝛿𝛿𝛿) = 𝑀𝑀(𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿)                    (13) 

 
Here N = ln(a) and the matrix M rely upon critical point (xc, yc), and is given by 
 

M = (
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

)(x=xc  , y=yc)           (14) 

 
It has two eigenvalues η1, η2, and the general solution for δx and δy is given as follows 
 

(a) They allow the dynamical system to be cast in a bounded domain. 
(b) They possess clear physical interpretations. 
(c) They often introduce a structural harmony in the equations, enabling a reduction in the 
number of variables and yielding a simplified system for analysis. 
For clarity, we restrict our discussion to a system of two first-order differential equations, 
although the method can be generalized to systems of arbitrary size. We consider the 
following set of coupled differential equations, which describe the evolution of the variables 
x(t) and y(t) as: 

𝑥̇𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)                        (6) 
  

                         𝑦̇𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)                      (7) 
 

The given equations represent a system where f and g are functions of x, y, and t. If f 
and g do not explicitly depend on time, However these equations are appertained to as an 
independent system. The analysis of the dynamic geste of the independent system can be 
conducted as described below. To identify the fixed or critical points, we can set the left-hand 
side of the independent system equal to zero. In simpler terms, a point (xc, yc) is considered 
a critical point if it meets the following condition. 
 
                                                                𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)(𝑥𝑥𝑐𝑐,𝑦𝑦𝑐𝑐) = 0                (8)        
 
                                                                𝐺𝐺(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)(𝑥𝑥𝑐𝑐,𝑦𝑦𝑐𝑐) = 0                (9)   
 
The point (xc, yc) would behave as an attractor when it meets the following condition, 
 
                                                       (𝑥𝑥(𝑡𝑡), 𝑦𝑦(𝑡𝑡)) ⟶ (𝑥𝑥𝑐𝑐, 𝑦𝑦𝑐𝑐)𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 ⟶ ∞                              (10) 

 
Next, let us move to the stability around the stationary point. In this case, we consider 
small perturbations δx and δy near the critical point as 
 
                                                                   𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑐𝑐 + 𝛿𝛿𝛿𝛿                             (11) 
 

                                   𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑐𝑐 + 𝛿𝛿𝛿𝛿                             (12) 
 

On substituting equations (11) and (12) into equations (6) and (7), we get first order 
differential equations, 
 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (

𝛿𝛿𝛿𝛿
𝛿𝛿𝛿𝛿) = 𝑀𝑀(𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿)                    (13) 

 
Here N = ln(a) and the matrix M rely upon critical point (xc, yc), and is given by 
 

M = (
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

)(x=xc  , y=yc)           (14) 

 
It has two eigenvalues η1, η2, and the general solution for δx and δy is given as follows 
 



Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің ХАБАРШЫСЫ.
Физика. Астрономия сериясы
ISSN: 2616-6836. eISSN: 2663-1296

№4(153)/ 2025 11

Fixed point analysis with steep exponential potential

                           (9)  

The point (xc, yc) would behave as an attractor when it meets the following condition,
 

                           (10)

Next, let us move to the stability around the stationary point. In this case, we consider 
small perturbations δx and δy near the critical point as

                        (11)

                    (12)

On substituting equations (11) and (12) into equations (6) and (7), we get first order 
differential equations,

       (13)

Here N = ln(a) and the matrix M rely upon critical point (xc, yc), and is given by
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It has two eigenvalues η1, η2, and the general solution for δx and δy is given as follows
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Here k1, k2, k3 and k4 are denoted as integration constants. Therefore, the stability of the 
fixed points can be depicted by the signs of eigenvalues. Usually, the following groups are 
used [11, 12, 13]:

η1 < 0 and η2 < 0 → Stable point
η1 > 0 and η2 > 0 → Unstable point
η1 < 0 and η2 > 0 or (η1 > 0 and η2 < 0) → Saddle point
The real parts of η1 and η2 are negative and the determinant of the matrix M is negative → 

Stable spiral.
The fixed point behave as an attractor stable point in case of (a) and (d) whereas in case of 

(b) and (c) it is not possible.
A wide range of cosmological observations, both direct and indirect, indicate that the 

Universe is currently undergoing accelerated expansion. Within the framework of Einstein’s 
gravity, this acceleration is commonly attributed to dark energy. The simplest and most 
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(d) The real parts of η1 and η2 are negative and the determinant of the matrix M is 
negative → Stable spiral. 
The fixed point behave as an attractor stable point in case of (a) and (d) whereas in case 
of (b) and (c) it is not possible. 
A wide range of cosmological observations, both direct and indirect, indicate that the Universe 
is currently undergoing accelerated expansion. Within the framework of Einstein’s gravity, this 
acceleration is commonly attributed to dark energy. The simplest and most widely studied 
candidate for dark energy is the cosmological constant, denoted by Λ, forming the basis of the 
ΛCDM model. Despite its success in explaining many observational results, the ΛCDM 
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by 
 

𝐿𝐿 = 1
2𝜙𝜙
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1
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𝐻̇𝐻 = −𝜅𝜅2
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𝜙̈𝜙 + 3𝐻𝐻𝜙̇𝜙 + d𝑉𝑉
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−𝑉𝑉,𝜙𝜙
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𝑉𝑉,𝜙𝜙2
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(a) They allow the dynamical system to be cast in a bounded domain. 
(b) They possess clear physical interpretations. 
(c) They often introduce a structural harmony in the equations, enabling a reduction in the 
number of variables and yielding a simplified system for analysis. 
For clarity, we restrict our discussion to a system of two first-order differential equations, 
although the method can be generalized to systems of arbitrary size. We consider the 
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widely studied candidate for dark energy is the cosmological constant, denoted by Λ, forming 
the basis of the ΛCDM model. Despite its success in explaining many observational results, 
the ΛCDM paradigm faces notable theoretical challenges, including the fine-tuning and cosmic 
coincidence problems [14, 15]. These issues raise the question of whether dark energy is truly a 
constant or instead a dynamical entity. Scalar fields play a central role in modern cosmology and 
are frequently invoked as dynamical dark energy candidates, often referred to as quintessence. 
A slowly varying scalar-field potential can give rise to negative pressure, making such fields 
suitable for driving cosmic acceleration. Scalar field models are important because they can 
describe different evolutionary phases of the Universe. In particular, they provide a framework 
capable of characterizing both the early and late stages of accelerated expansion. The Lagrangian 
density for minimally coupled scalar field ϕ with a potential V (ϕ) is given by

    (17)

For the above Lagrangian density, Friedmann and Klein Gordan equations can be written 
as

     (18)

        (19)

 (20)

Let us use the following dimensionless variables

                  (21)

Where V,ϕ≡ dV/dϕ. The above equations can be rewritten in the autonomous form
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together with a constraint equation
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where N= ln(a). The equation of state wϕ and the fraction of the energy density Ωϕ  for the 
field  ϕ is defined as

   (26)
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𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝑘𝑘3𝑒𝑒{𝜂𝜂1𝑁𝑁} + 𝑘𝑘4𝑒𝑒{𝜂𝜂2𝑁𝑁}                 (16) 
 

Here k1, k2, k3 and k4 are denoted as integration constants. Therefore, the stability of the fixed 
points can be depicted by the signs of eigenvalues. Usually, the following groups are used [11, 
12, 13]: 
(a) η1 < 0 and η2 < 0 → Stable point 
(b) η1 > 0 and η2 > 0 → Unstable point 
(c) η1 < 0 and η2 > 0 or (η1 > 0 and η2 < 0) → Saddle point 
(d) The real parts of η1 and η2 are negative and the determinant of the matrix M is 
negative → Stable spiral. 
The fixed point behave as an attractor stable point in case of (a) and (d) whereas in case 
of (b) and (c) it is not possible. 
A wide range of cosmological observations, both direct and indirect, indicate that the Universe 
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coincidence problems [14, 15]. These issues raise the question of whether dark energy is truly 
a constant or instead a dynamical entity. Scalar fields play a central role in modern cosmology 
and are frequently invoked as dynamical dark energy candidates, often referred to as 
quintessence. A slowly varying scalar-field potential can give rise to negative pressure, making 
such fields suitable for driving cosmic acceleration. Scalar field models are important because 
they can describe different evolutionary phases of the Universe. In particular, they provide a 
framework capable of characterizing both the early and late stages of accelerated expansion. 
The Lagrangian density for minimally coupled scalar field ϕ with a potential V (ϕ) is given 
by 
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𝑑𝑑𝑑𝑑 = −√6𝜆𝜆2(𝛤𝛤 − 1)𝑥𝑥                    (24) 

 
together with a constraint equation 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝜅𝜅2𝜌𝜌𝑚𝑚
3𝐻𝐻2 = 1               (25) 

 
where N= ln(a). The equation of state 𝑤𝑤𝜙𝜙 and the fraction of the energy density 𝛺𝛺𝜙𝜙 for the field  
𝜙𝜙 is defined as 
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An accelerating expansion occurs for 𝑤𝑤eff ← 1/3.
The first potential we consider is the steep exponential potential. Exponential potentials arise 
in a variety of contexts in physics and play an important role in understanding high-energy 
phenomena such as string theory and inflation. In string and superstring theories, for example, 
exponential potentials frequently emerge in models involving compactification from higher 
dimensions to four dimensions. Despite its simplicity, the single exponential potential 
represents one of the most fundamental quintessence models and possesses a rich dynamical 
structure with several essential features. 
We study the cosmological dynamics of standard and steeper exponential potentials. Let us 
consider the following scalar field model characterized by the potential.  
                                            V(φ) = V₀ e^{α (φ / M_P)^n}         (29) 
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dimensions to four dimensions. Despite its simplicity, the single exponential potential 
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where 𝑉𝑉0 is constant of mass dimension 4. For this potential, we have 
 
                                              Γ = 1+ (n-1)/n α (M_P/φ )^n             (30) 
 
 In this work, we shall choose n=1. The critical points of the autonomous system are given by 

the subsequent subsection. The existence of stable point is determined after analyzing the 
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because one of the eigenvalue is positive. The critical point A3 is stable point because the 
eigenvalues are negative for 𝜆𝜆 ≥ 1.8. The critical point A4 is stable point because the 
eigenvalues are negative for  0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 1.7. 
Now, let’s analyze the phase space and trajectories for the steep exponential potential. We will 
plot the phase portrait using various parameter values of λ. We have noticed that the dynamics 
of the phase space can be represented different sets of values for λ. 
The Fig. 1 is plotted for λ=1, with the initial ranges for x and y taken as [-1, 1] and [0, 2], 
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A4.

 
Table 1. We present stationary points and their stability for steep 
exponential potential. 

 
The point A1 is an unstable because all the eigenvalues are positive. The point A2 is an unstable 
because one of the eigenvalue is positive. The critical point A3 is stable point because the 
eigenvalues are negative for 𝜆𝜆 ≥ 1.8. The critical point A4 is stable point because the 
eigenvalues are negative for  0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 1.7. 
Now, let’s analyze the phase space and trajectories for the steep exponential potential. We will 
plot the phase portrait using various parameter values of λ. We have noticed that the dynamics 
of the phase space can be represented different sets of values for λ. 
The Fig. 1 is plotted for λ=1, with the initial ranges for x and y taken as [-1, 1] and [0, 2], 
respectively. The attractor point in Fig. 1 corresponds to the accelerated expansion, for which 
𝑤𝑤eff = −2/3. 
 

 
 
 
 

S.No. Critical Points Eigen Values Stability 
      x         y 𝜂𝜂1 𝜂𝜂2  
A1. -1 0 3 1

2 (6 + √6𝜆𝜆) unstable 

A2. 0 0 −3
2  

3
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A3. √3 2⁄
𝜆𝜆  

√3 2⁄
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3 (−𝜆𝜆2 − √{24𝜆𝜆2 − 7𝜆𝜆4)}
4𝜆𝜆2  

3 (−𝜆𝜆2 + √{24𝜆𝜆2 − 7𝜆𝜆4)}
4𝜆𝜆2  

stable 

A4. 𝜆𝜆
√6

 √1 − 𝜆𝜆2
6  

1
2 (−6 + 𝜆𝜆2) −3 + 𝜆𝜆2 stable 

 
Table 1. We present stationary points and their stability for steep 
exponential potential. 

 
The point A1 is an unstable because all the eigenvalues are positive. The point A2 is an unstable 
because one of the eigenvalue is positive. The critical point A3 is stable point because the 
eigenvalues are negative for 𝜆𝜆 ≥ 1.8. The critical point A4 is stable point because the 
eigenvalues are negative for  0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 1.7. 
Now, let’s analyze the phase space and trajectories for the steep exponential potential. We will 
plot the phase portrait using various parameter values of λ. We have noticed that the dynamics 
of the phase space can be represented different sets of values for λ. 
The Fig. 1 is plotted for λ=1, with the initial ranges for x and y taken as [-1, 1] and [0, 2], 
respectively. The attractor point in Fig. 1 corresponds to the accelerated expansion, for which 
𝑤𝑤eff = −2/3. 
 

 
 
 
 

S.No. Critical Points Eigen Values Stability 
      x         y 𝜂𝜂1 𝜂𝜂2  
A1. -1 0 3 1

2 (6 + √6𝜆𝜆) unstable 

A2. 0 0 −3
2  

3
2 unstable 

A3. √3 2⁄
𝜆𝜆  

√3 2⁄
𝜆𝜆  

3 (−𝜆𝜆2 − √{24𝜆𝜆2 − 7𝜆𝜆4)}
4𝜆𝜆2  

3 (−𝜆𝜆2 + √{24𝜆𝜆2 − 7𝜆𝜆4)}
4𝜆𝜆2  

stable 

A4. 𝜆𝜆
√6

 √1 − 𝜆𝜆2
6  

1
2 (−6 + 𝜆𝜆2) −3 + 𝜆𝜆2 stable 

 
Table 1. We present stationary points and their stability for steep 
exponential potential. 

 
The point A1 is an unstable because all the eigenvalues are positive. The point A2 is an unstable 
because one of the eigenvalue is positive. The critical point A3 is stable point because the 
eigenvalues are negative for 𝜆𝜆 ≥ 1.8. The critical point A4 is stable point because the 
eigenvalues are negative for  0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 1.7. 
Now, let’s analyze the phase space and trajectories for the steep exponential potential. We will 
plot the phase portrait using various parameter values of λ. We have noticed that the dynamics 
of the phase space can be represented different sets of values for λ. 
The Fig. 1 is plotted for λ=1, with the initial ranges for x and y taken as [-1, 1] and [0, 2], 
respectively. The attractor point in Fig. 1 corresponds to the accelerated expansion, for which 
𝑤𝑤eff = −2/3. 
 

 
 
 
 

S.No. Critical Points Eigen Values Stability 
      x         y 𝜂𝜂1 𝜂𝜂2  
A1. -1 0 3 1

2 (6 + √6𝜆𝜆) unstable 

A2. 0 0 −3
2  

3
2 unstable 

A3. √3 2⁄
𝜆𝜆  

√3 2⁄
𝜆𝜆  

3 (−𝜆𝜆2 − √{24𝜆𝜆2 − 7𝜆𝜆4)}
4𝜆𝜆2  

3 (−𝜆𝜆2 + √{24𝜆𝜆2 − 7𝜆𝜆4)}
4𝜆𝜆2  

stable 

A4. 𝜆𝜆
√6

 √1 − 𝜆𝜆2
6  

1
2 (−6 + 𝜆𝜆2) −3 + 𝜆𝜆2 stable –3+λ2 stable

The point A1 is an unstable because all the eigenvalues are positive. The point A2 is 
an unstable because one of the eigenvalue is positive. The critical point A3 is stable point 
because the eigenvalues are negative for λ≥1.8. The critical point A4 is stable point because 
the eigenvalues are negative for  0≤λ≤1.7.

Now, let’s analyze the phase space and trajectories for the steep exponential potential. We 
will plot the phase portrait using various parameter values of λ. We have noticed that the 
dynamics of the phase space can be represented different sets of values for λ.

The Fig. 1 is plotted for λ=1, with the initial ranges for x and y taken as [-1, 1] and [0, 2], 
respectively. The attractor point in Fig. 1 corresponds to the accelerated expansion, for which 
weff =–2/3.

 
Fig. 1.  This figure shows phase portrait for point A4 with λ = 1 in x-y plane. For  ωeff = –2⁄3 and  
Ωϕ=1, the point is fixed and represented a stable spiral. The stable attractor point is denoted 

by black dot in the figure where all the trajectories meet.

Findings and discussion

The discussion extends to cosmological models that account for the accelerating expansion 
of the Universe, a phenomenon frequently attributed to dark energy. Among these, models 

 
Fig. 1.  This figure shows phase portrait for point A4 with λ = 1 in x-y plane. 

For  𝝎𝝎𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆 = −𝟐𝟐 𝟑𝟑⁄  and  𝜴𝜴𝝓𝝓 = 𝟏𝟏, the point is fixed and represented a stable 
spiral. The stable attractor point is denoted by black dot in the figure where 

all the trajectories meet. 
 
3. Findings and discussion 
 
The discussion extends to cosmological models that account for the accelerating expansion of 
the Universe, a phenomenon frequently attributed to dark energy. Among these, models 
involving scalar fields—particularly quintessence—are of significant interest. For the 
quintessence framework, we introduce the corresponding Lagrangian density, defined by a 
minimally coupled scalar field with a specified potential V(ϕ). From this formulation, the field 
equations, relevant dimensionless variables, and the associated equation of state are derived. In 
our analysis, we focus on a steep exponential potential. We identify the fixed points of the 
resulting autonomous system and examine their stability by analyzing the signs of the 
eigenvalues. Depending on these signs, each critical point can be classified as unstable, a saddle 
point, or stable. The dynamics of the system are further illustrated through phase portraits. The 
phase-space analysis for the single exponential potential demonstrates that the system admits 
both stable and unstable critical points, depending on the values of the parameter λ. In 
particular, for certain ranges of λ, the system evolves toward a stable attractor solution, 
indicating long-term stability in the cosmological evolution. For parameter choices such that 
λ<2, the stable critical point manifests as a stable spiral, with x→0 and y→1; see Figure (1). 
 
4. Conclusion 
 
The model under consideration examines the evolution of the Universe following the Big Bang, 
with a focus on scalar field cosmology and dynamical system analysis. It outlines the rapid 
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Fixed point analysis with steep exponential potential

involving scalar fields – particularly quintessence – are of significant interest. For the 
quintessence framework, we introduce the corresponding Lagrangian density, defined by a 
minimally coupled scalar field with a specified potential V(ϕ). From this formulation, the field 
equations, relevant dimensionless variables, and the associated equation of state are derived. 
In our analysis, we focus on a steep exponential potential. We identify the fixed points of the 
resulting autonomous system and examine their stability by analyzing the signs of the eigenvalues. 
Depending on these signs, each critical point can be classified as unstable, a saddle point, or 
stable. The dynamics of the system are further illustrated through phase portraits. The phase-
space analysis for the single exponential potential demonstrates that the system admits both 
stable and unstable critical points, depending on the values of the parameter λ. In particular, for 
certain ranges of λ, the system evolves toward a stable attractor solution, indicating long-term 
stability in the cosmological evolution. For parameter choices such that λ<2, the stable critical 
point manifests as a stable spiral, with x→0 and y→1; see Figure (1).

Conclusion

The model under consideration examines the evolution of the Universe following the Big 
Bang, with a focus on scalar field cosmology and dynamical system analysis. It outlines the 
rapid expansion of the early Universe, which eventually led to the formation of galaxies and 
other cosmic structures. The study also discusses the concept of dark energy, the driving 
force behind the accelerated expansion of the Universe, and reviews the discovery of cosmic 
acceleration in the late 1990s. This work explores the mathematical framework of scalar 
field cosmology, including dynamical systems techniques and cosmological models such as 
quintessence. Stationary (critical) points and their stability properties are analyzed, and 
phase-space diagrams are constructed for various scenarios. Through these analyses, the 
study evaluates several potential models, investigates their stability, and interprets their phase-
space trajectories, thereby offering a comprehensive overview of scalar-field-driven cosmological 
evolution. By employing a dynamical systems approach, we have characterized the qualitative 
behavior of quintessence models. We identified their critical points, examined the corresponding 
phase spaces, and assessed the physical plausibility of the resulting dynamics. Our findings 
indicate that both forms of exponential potentials considered in this work can give rise to stable 
scaling solutions as well as sustained late-time accelerated expansion. In the accelerating regime, 
the scalar field’s potential energy dominates the evolution of the Universe. In scaling solutions, 
the scalar field’s equation of state behaves similarly to that of the background matter, causing the 
Universe to evolve as though it were matter-dominated. These results are particularly significant, 
as they show that the Universe can follow realistic evolutionary paths in the presence of a scalar 
field without conflicting with observational constraints. For the steep exponential potential, the 
phase-space analysis consistently reveals stable critical points, highlighting the viability of such 
models in describing late-time cosmic dynamics.
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Тұрақты нүкте талдауы және тік экспоненциал потенциалы

Аңдатпа. Бұл жұмыста біз тік экспоненциалды потенциалмен басқарылатын космологиялық 
модельдің динамикалық әрекетін зерттейміз. Біздің зерттеуіміз модельдің асимптотикалық 
сипаттамаларын зерттеуге мүмкіндік беретін эволюция теңдеулерінің автономды түріне 
шоғырланған. Біз скаляр өрісімен және ғаламның кеңеюімен байланысты бірінші ретті 
дифференциалдық теңдеулер жинағын құрастырамыз. Талдаудың негізгі бөлігі космологиялық 
модельдің маңызды нүктелерін анықтауды қамтиды. Бұл нүктелердің тұрақтылық қасиеттерін 
меншікті мәндер арқылы анықтаймыз, оларды тұрақты, тұрақсыз немесе седла нүктелеріне 
жіктейміз. Бұл жіктеу ғаламның тік экспоненциалды әлеуеттің әсерінен қалай сапалы 
түрде дамуы мүмкін екендігі туралы құнды түсінік береді. Нәтижелеріміз нақты параметр 
диапазондары үшін үлгі кешіктірілген аттрактор ретінде жұмыс істейтін тұрақты сыни 
нүктені қабылдайтынын көрсетеді. Бұл экспоненциалды потенциал ғаламды эволюцияның 
тұрақты фазасына апара алатынын көрсетеді. Сонымен қатар, біз ағымдағы дәуірдегі 
скалярлық өріс үстемдігінің нақты визуализациясын ұсына отырып, жүйенің траекториялары 
мен тұрақтылық құрылымын суреттеу үшін фазалық кеңістік диаграммаларын қолданамыз.

Түйін сөздер: Динамикалық талдау, Тұрақты нүкте, Квинтессенция, Ғарыштық үдеу, 
Фазалық кеңістік
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Анализ стационарных точек для крутого экспоненциального потенциала

Аннотация. В данной работе мы исследуем динамическое поведение космологической 
модели, управляемой крутым экспоненциальным потенциалом. Наше исследование сосре-
доточено на автономной форме уравнений эволюции, что позволяет нам исследовать асимпто-
тические характеристики модели. Мы строим систему дифференциальных уравнений первого 
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порядка, связанную со скалярным полем и расширением Вселенной. Ключевая часть анализа 
заключается в выявлении критических точек космологической модели. Мы определяем 
свойства устойчивости этих точек через собственные значения, классифицируя их как 
устойчивые, неустойчивые или седловые. Эта классификация даёт ценную информацию о 
том, как Вселенная может качественно эволюционировать под воздействием крутого 
экспоненциального потенциала. Наши результаты показывают, что для определённых 
диапазонов параметров модель допускает устойчивую критическую точку, которая действует 
как аттрактор позднего времени. Это указывает на то, что экспоненциальный потенциал 
может подталкивать Вселенную к стабильной фазе эволюции. Кроме того, мы используем 
диаграммы фазового пространства для иллюстрации траекторий и структуры устойчивости 
системы, предлагая наглядную визуализацию доминирования скалярного поля в текущую 
эпоху.

Ключевые слова: Динамический анализ, Неподвижная точка, Квинтэссенция, Космическое 
ускорение, Фазовое пространство
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Annotation. In this work, we examine an inflationary model driven by a scalar 
field that evolves according to a power–law dependence on cosmological time. 
This assumption allows the Einstein–Klein–Gordon equations to be solved 
analytically within a flat FLRW metric and makes it possible to obtain closed-
form expressions for the key dynamical quantities of the early Universe. Based 
on the chosen scalar field profile, the Hubble function and the scale factor 
are computed, enabling a detailed analysis of the emergence of accelerated 
expansion. The potential of the field and its derivatives are reconstructed 
directly from the equation of motion, which in turn allows us to derive analytical 
formulas for the Hubble and potential slow-roll parameters. The time evolution 
of these parameters is analyzed to determine the regime of validity of the slow-
roll approximation and to identify the natural endpoint of the inflationary phase. 
The obtained results demonstrate that a power-law configuration of the scalar 
field can sustain a prolonged stage of inflation and accurately reproduce the 
major features of slow-roll dynamics within the framework of General Relativity.
Keywords: Inflation field, slow-roll parameter, generalized gravity, Hubble 
parameter, scale factor, Klein-Gordon equation.

Introduction

The inflationary framework has become a cornerstone of modern cosmology, as it provides 
a unified mechanism for explaining several essential properties of the observable universe, 
including its large-scale homogeneity, flat spatial geometry, and the absence of relics predicted 
by pre-inflationary models. In this scenario, the universe undergoes a brief period of accelerated 
expansion in its earliest stages, during which quantum fluctuations are stretched to cosmological 
scales and subsequently evolve into the density perturbations detected in the cosmic microwave 
background.

Within the context of Einstein’s General Relativity, such rapid expansion can be generated 
by a single scalar field,the inflator-whose potential energy dominates the total energy content 
of the universe. When the inflation evolves sufficiently slowly so that its potential energy 
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remains the primary contribution, the dynamical equations simplify to the well-known 
slow-roll approximation. In this regime, the inflationary behavior is described by two small, 
dimensionless parameters: 

(1)

which measure the deviation from an exact de Sitter expansion and quantify the rate at which 
the scalar field descends along with its potential.

Different choices of the scalar potential V(φ) – including monomial, exponential, and power-
law forms – lead to distinct predictions for inflationary observables. These theoretical outcomes 
can be evaluated through parameters such as the scalar spectral index ns and the tensor-to-
scalar ratio r, both of which are tightly constrained by recent observations from the Planck and 
WMAP missions.

The aim of this work is to investigate the dynamics of the slow-roll phase within General 
Relativity, derive analytical relationships among the principal inflationary parameters, and 
compare the resulting predictions with current observational bounds. Special emphasis is 
placed on understanding how the specific shape of the scalar potential influences the duration 
of inflation and the amplitude of primordial perturbations, thereby providing deeper insight 
into the early evolution of the universe.

Theoretical Framework
 
The starting point is the Einstein–Hilbert action with a minimally coupled scalar field, 

	 (2)

 where the Lagrangian is introduced as 

	 (3)

 The background geometry is described by the spatially flat FLRW line element,
 
	 (4)

 which reduces the gravitational action to the effective point–like Lagrangian. 

(5)

 From this form, the energy density and pressure of the scalar field follow directly: 

(6)

 𝜖𝜖 = − 𝐻̇𝐻
𝐻𝐻2 ,        𝜂𝜂 = 𝜑̈𝜑

𝐻𝐻𝜑̇𝜑, (1) 
 

which measure the deviation from an exact de Sitter expansion and quantify the rate at which the 
scalar field descends along with its potential. 

Different choices of the scalar potential 𝑉𝑉(𝜑𝜑)—including monomial, exponential, and power-
law forms—lead to distinct predictions for inflationary observables. These theoretical outcomes can 
be evaluated through parameters such as the scalar spectral index 𝑛𝑛𝑠𝑠 and the tensor-to-scalar ratio 𝑟𝑟, 
both of which are tightly constrained by recent observations from the Planck and WMAP missions. 

The aim of this work is to investigate the dynamics of the slow-roll phase within General 
Relativity, derive analytical relationships among the principal inflationary parameters, and compare 
the resulting predictions with current observational bounds. Special emphasis is placed on 
understanding how the specific shape of the scalar potential influences the duration of inflation and 
the amplitude of primordial perturbations, thereby providing deeper insight into the early evolution of 
the universe. 

 
Theoretical Framework 
  

The starting point is the Einstein–Hilbert action with a minimally coupled scalar field,  
 
 𝑆𝑆 = ∫( 𝑅𝑅

2𝑘𝑘 + 𝐿𝐿𝑚𝑚 ) √−𝑔𝑔𝑑𝑑4𝑥𝑥 (2) 
 
 where the Lagrangian is introduced as  
 
 𝐿𝐿𝑚𝑚 = 1

2 𝜑̇𝜑 2 − 𝑉𝑉(𝜑𝜑). (3) 
 
 The background geometry is described by the spatially flat FLRW line element, 
  
 𝑑𝑑𝑠𝑠2 = −𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 𝑎𝑎2(𝑡𝑡) (𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑦𝑦2 + 𝑑𝑑𝑧𝑧2), (4) 
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 The evolution of the background spacetime is governed by the Friedmann equations, 

 (7)

 (8)

 while the scalar field satisfies the Klein-Gordon equation, 

		  (9)

 Combining (5) and (6) yields the useful identity.

	 (10)

We assume that we have a scalar field value, 

	 (11)

Here φ0 and λ are constants with φ0>0 and λ<0. The power-law time dependence of the scalar 
field is adopted as a technically convenient and physically reasonable ansatz in inflationary 
cosmology. This choice makes it possible to integrate the Einstein-Klein-Gordon system in 
closed form and to track explicitly the temporal behavior of the Hubble parameter, the scale 
factor, and the slow-roll characteristics. Moreover, taking the exponent λ implies that the scalar 
field gradually decreases with time during the inflationary era, which matches the standard 
picture of a rolling inflation field and naturally leads to the end of inflation. 

Substituting this ansatz into (9) gives 

	 (12)

 Integrating with respect to time leads to the Hubble expansion rate,

	 (13)

 where H0 is integration constant. Using the relation a ̇/a=H(t), the scale factor takes the form. 

(14)

where a0 is a constant of integration. The evolution of the scale factor a(t) with respect to 
cosmic time t is presented in Figure 1.
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 𝜑𝜑 = 𝜑𝜑0𝑡𝑡𝜆𝜆,        𝜑̇𝜑 = 𝜑𝜑0𝜆𝜆𝑡𝑡𝜆𝜆−1,        𝜑̈𝜑 = 𝜑𝜑0𝜆𝜆(𝜆𝜆 − 1)𝑡𝑡𝜆𝜆−2. (11) 
 

Here 𝜑𝜑0 and 𝜆𝜆 are constants with 𝜑𝜑0 > 0 and 𝜆𝜆 < 0. The power–law time dependence of the 
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Substituting this ansatz into (9) gives  
 
 𝐻̇𝐻 = − 1

2 𝜑𝜑0
 2𝜆𝜆2 𝑡𝑡 2𝜆𝜆−2. (12) 

 
 Integrating with respect to time leads to the Hubble expansion rate, 
 
 𝐻𝐻 = 𝐻𝐻0 − 𝜑𝜑0

 2𝜆𝜆2

2(2𝜆𝜆−1) 𝑡𝑡 2𝜆𝜆−1, (13) 
 
 where 𝐻𝐻0 is integration constant. Using the relation 𝑎̇𝑎/𝑎𝑎 = 𝐻𝐻(𝑡𝑡), the scale factor takes the 
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4𝜆𝜆(2𝜆𝜆−1) 𝑡𝑡 2𝜆𝜆). (14) 
 
where 𝑎𝑎0 is a constant of integration. The evolution of the scale factor 𝑎𝑎(𝑡𝑡) with respect to 

cosmic time 𝑡𝑡 is presented in Figure 1. 
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Figure 1. Behavior of the scale factor a as a function of cosmic time t. The monotonic growth 
of a reflects the accelerated expansion of the Universe during the slow-roll inflationary phase

  
Introducing the explicit formulas for the field derivatives leads to 
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 and after replacing the equation (13) by its analytic expression, 
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 From the Klein-Gordon equation (15) by using the chain rule, 
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 Using equations (15), (16) we can derive V by integrating.
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 To characterize the inflationary regime, the Hubble slow-roll parameters are introduced. 
The first is defined by.
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Figure 2 illustrates the temporal evolution of the slow-roll parameter ϵ.
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 𝑉𝑉 = − 1

2 𝜑𝜑0
2𝜆𝜆2 𝑡𝑡 2𝜆𝜆−2 − 3𝐻𝐻0 𝜑𝜑0

2𝜆𝜆2

2𝜆𝜆−1  𝑡𝑡 2𝜆𝜆−1 + 𝑉𝑉0. (18) 
 
 To characterize the inflationary regime, the Hubble slow–roll parameters are introduced. The first is 
defined by. 
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Figure 2 illustrates the temporal evolution of the slow-roll parameter 𝜖𝜖. 

 

 
   

Figure 2. Evolution of the Hubble slow–roll parameter 𝝐𝝐 as a function of cosmic 
time t. The parameter remains much smaller than unity for most of the 
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Figure 2. Evolution of the Hubble slow–roll parameter ϵ as a function of cosmic time t. 
The parameter remains much smaller than unity for most of the evolution, indicating a prolonged 

quasi–de Sitter stage, and gradually increases towards ϵ⋍1, signalling the end of inflation

Therefore, we can define the first slow-roll parameter, denoted by ϵ, as while the second 
parameter, associated with the acceleration of the scalar field, becomes.

	 (20)

 If we take the derivative with respect to cosmic time, we can define the second slow-roll 
parameter, denoted by η, which guarantees the slow variation of ϵ in time, 

	 (21)
 

	
(22)

 The behavior of the potential slow-roll parameter ϵV as a function of cosmic time t is presented 
in Figure 3.

 

  
Figure 3. Behavior of the potential slow-roll parameter ϵV as a function of cosmic time t. Initially 
ϵV is small, confirming that the dynamics are potential-dominated, while its subsequent growth 

marks the breakdown of the slow–roll approximation and the end of the inflationary era
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Figure 2 illustrates the temporal evolution of the slow-roll parameter 𝜖𝜖. 

 

 
   

Figure 2. Evolution of the Hubble slow–roll parameter 𝝐𝝐 as a function of cosmic 
time t. The parameter remains much smaller than unity for most of the 

evolution, indicating a prolonged quasi–de Sitter stage, and gradually increases 
towards 𝝐𝝐 ⋍ 𝟏𝟏, signalling the end of inflation 

 
Therefore, we can define the first slow–roll parameter, denoted by 𝜖𝜖, as while the second 

parameter, associated with the acceleration of the scalar field, becomes. 
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Slow-roll inflation in the power-law scalar model

Here, figure 2 and figure 3 describe different slow-roll characteristics of the same inflationary 
dynamics. Figure 2 represents the Hubble slow-roll parameter ϵ which is sensitive to the full 
background evolution, including the kinetic term of the scalar field. Figure 3 shows the potential 
slow-roll parameter ϵV, which depends only on the form of the reconstructed potential. During 
the early stage, both parameters satisfy ϵ,ϵV  indicating accelerated expansion. At later times 
both parameters increase and approach unity, which signals the breakdown of the slow-roll 
regime and confirms that the Universe exits inflation in the considered model.

Similarly to the case of ϵV, we can define a parameter ηV that depends only on the potential. 
Using (20) and the Friedmann equations, we have 
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 Finally, the potential slow-roll parameter is. 
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 The dependence of the parameter ηV on cosmic time t is shown in Figure 4.

   

Figure 4. Behavior of the potential slow-roll parameter ηV as a function of cosmic time t. 
The evolution of ηV characterizes the curvature of the inflation potential and shows when 

the scalar field starts to deviate significantly from the slow-roll regime
 
Conclusion

In this work, we examined the inflationary dynamics generated by a power-law scalar field 
within the framework of General Relativity. By obtaining explicit analytical expressions for the 
Hubble parameter, the scale factor, and the slow-roll functions, we achieved a clear and fully transparent 
description of the background evolution during inflation. The slow-roll parameters ϵ and η remain 
sufficiently small throughout most of the inflationary epoch, confirming that the model naturally supports 
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Conclusion 
 
In this work, we examined the inflationary dynamics generated by a power–law scalar field 

within the framework of General Relativity. By obtaining explicit analytical expressions for the 
Hubble parameter, the scale factor, and the slow–roll functions, we achieved a clear and fully 
transparent description of the background evolution during inflation. The slow–roll parameters 𝜖𝜖 and 
𝜂𝜂 remain sufficiently small throughout most of the inflationary epoch, confirming that the model 
naturally supports a prolonged phase of accelerated expansion. As cosmic time increases, both 
parameters gradually rise, signalling the eventual breakdown of the slow–roll regime. Taken together, 
these results demonstrate that a simple power–law dependence of the scalar field can reproduce the 
fundamental features of inflation and provides a coherent theoretical framework for describing the 
early Universe. 
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 𝜖𝜖̇ = 2𝐻̇𝐻2

𝐻𝐻3 − 𝐻̈𝐻
𝐻𝐻2 = 1

2 𝜑𝜑0
4𝜆𝜆4𝑡𝑡4𝜆𝜆−4 (𝐻𝐻0 − 𝜑𝜑0

2𝜆𝜆2

2(2𝜆𝜆−1) 𝑡𝑡2𝜆𝜆−1)
−3

+ 𝜑𝜑0
2𝜆𝜆2(𝜆𝜆−1)𝑡𝑡2𝜆𝜆−3

(𝐻𝐻0− 𝜑𝜑02𝜆𝜆2
2(2𝜆𝜆−1)𝑡𝑡2𝜆𝜆−1)

2. (21) 

  

 𝜖𝜖𝑉𝑉 = 1
2𝜅𝜅 (

−𝜑𝜑0𝜆𝜆(𝜆𝜆−1)𝑡𝑡𝜆𝜆−2−3𝐻𝐻0𝜑𝜑0𝜆𝜆𝑡𝑡𝜆𝜆−1+ 3𝜑𝜑03𝜆𝜆3
2(2𝜆𝜆−1) 𝑡𝑡3𝜆𝜆−2

−1
2 𝜑𝜑0

2𝜆𝜆2𝑡𝑡2𝜆𝜆−2−3𝐻𝐻0𝜑𝜑02𝜆𝜆2
2𝜆𝜆−1 𝑡𝑡2𝜆𝜆−1+𝑉𝑉0

)
2

. (22) 

 
 The behavior of the potential slow–roll parameter 𝜖𝜖𝑉𝑉 as a function of cosmic time 𝑡𝑡 is 

presented in Figure 3. 
  

  
Figure 3. Behavior of the potential slow–roll parameter 𝝐𝝐𝑽𝑽 as a function of 

cosmic time t. Initially 𝝐𝝐𝑽𝑽 is small, confirming that the dynamics are potential–
dominated, while its subsequent growth marks the breakdown of the slow–roll 

approximation and the end of the inflationary era 
 

Here, figure 2 and figure 3 describe different slow–roll characteristics of the same inflationary 
dynamics. Figure 2 represents the Hubble slow–roll parameter 𝜖𝜖 which is sensitive to the full 
background evolution, including the kinetic term of the scalar field. Figure 3 shows the potential slow–
roll parameter 𝜖𝜖𝑉𝑉, which depends only on the form of the reconstructed potential. During the early 
stage, both parameters satisfy 𝜖𝜖, 𝜖𝜖𝑉𝑉 indicating accelerated expansion. At later times both parameters 
increase and approach unity, which signals the breakdown of the slow–roll regime and confirms that 
the Universe exits inflation in the considered model. 

Similarly to the case of 𝜖𝜖𝑉𝑉, we can define a parameter 𝜂𝜂𝑉𝑉 that depends only on the potential. 
Using (20) and the Friedmann equations, we have  

 
 𝜂𝜂𝑉𝑉 = 𝜂𝜂 + 𝜖𝜖 = 1

𝜅𝜅 (𝑉𝑉,𝜑𝜑𝜑𝜑
𝑉𝑉 ), (23) 

 
 where 𝑉𝑉,𝜑𝜑𝜑𝜑 = 𝑑𝑑2𝑉𝑉

𝑑𝑑𝜑𝜑2. To compute the potential slow–roll parameter 𝜂𝜂𝑉𝑉, we differentiate then 
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a prolonged phase of accelerated expansion. As cosmic time increases, both parameters gradually rise, 
signalling the eventual breakdown of the slow-roll regime. Taken together, these results demonstrate that 
a simple power-law dependence of the scalar field can reproduce the fundamental features of inflation 
and provides a coherent theoretical framework for describing the early Universe.
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 Дәрежелік скаляр өрістік модельдегі баяу сырғу инфляциясы 

Аннотация. Бұл жұмыста космологиялық уақытқа қатысты дәрежелік заң бойынша өзгеретін 
скаляр өрісі тудырған инфляциялық модель қарастырылады. Осындай болжам плоский FLRW 
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метрикасында Эйнштейн–Клейн–Гордон теңдеулерін аналитикалық шешуге және ерте Ғаламның 
негізгі динамикалық шамаларының тұйық түрдегі өрнектерін алуға мүмкіндік береді. Берілген 
скаляр өріс профиліне сүйене отырып, Хаббл функциясы мен масштабтық фактор есептеледі, 
бұл жеделдетілген кеңеюдің қалыптасуын бақылауға жол ашады. Өрістің потенциалы мен оның 
туындылары қозғалыс теңдеуінен тікелей қалпына келтіріліп, Хабблдық және потенциалдық 
баяу сырғу параметрлерінің аналитикалық түрін алуға мүмкіндік береді. Аталған параметрлердің 
уақыттық эволюциясы баяу сырғу жуықтауының қолданылу аймағын және инфляциялық кезеңнің 
табиғи аяқталу уақытын анықтау үшін талданады. Алынған нәтижелер дәрежелік формадағы скаляр 
өрісінің конфигурациясы инфляцияның тұрақты кезеңін қамтамасыз етіп, Жалпы салыстырмалылық 
шеңберінде баяу сырғудың негізгі ерекше-ліктерін дәл сипаттай алатынын көрсетеді.

Түйінді сөздер: Инфляция, баяу сырғу параметрлері, жалпыланған гравитация, Хаббл пара-
метрі, масштабтық фактор, Клейн-Гордон теңдеуі.
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²НАО «Кокшетауский университет имени Ш. Уалиханова», Кокшетау, Казахстан
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 Инфляция в режиме медленного скатывания в степенной модели скалярного поля 

Аннотация. В работе рассматривается инфляционная модель, порождённая скалярным 
полем, эволюция которого задана степенной зависимостью от космического времени. Принятое 
предположение позволяет аналитически решить уравнения Эйнштейна–Клейна–Гордона в 
плоской FLRW–метрике и получить замкнутые выражения для динамических величин ранней 
Вселенной. На основе заданного вида поля вычисляются функция Хаббла и масштабный 
фактор, что даёт возможность проследить формирование ускоренного расширения. Потенциал 
скалярного поля и его производные восстанавливаются непосредственно из уравнения 
движения, что позволяет получить аналитические формы параметров медленного скатывания 
как хаббловского, так и потенциального типа. Поведение этих параметров анализируется для 
определения области действительности приближения медленного скатывания и момента 
выхода из инфляционного режима. Полученные результаты показывают, что простая степенная 
форма скалярного поля способна обеспечить устойчивую инфляционную стадию и воспроизвести 
характерные признаки медленного скатывания в рамках общей теории относительности.

Ключевые слова: Инфляция, параметры медленного скатывания, обобщённая гравитация, 
параметр Хаббла, масштабный фактор, уравнение Клейн-Гордона.

References
1. Di Marco A., Orazi E., Pradisi G. Introduction to the number of e-folds in slow-roll inflation, arxiv, р. 

1–15 (2024). DOI: arXiv:2401.12345
2. Pozdeeva E.O., Skugoreva M.A., Toporensky A.V., Vernov S.Y. More accurate slow-roll approximations 

for inflation in scalar-tensor theories, arxiv, р. 1–20 (2025). DOI: arXiv:2502.13008
3. Razina O.V., Suikimbayeva N.T., Tsyba P. Cosmography analysis of f(R) gravity in the model 

Starobinsky type, р. 1–10 (2024). DOI: https://doi.org/10.32523/2616-6836-2021-136-3-17-24 



Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің ХАБАРШЫСЫ.
Физика. Астрономия сериясы

ISSN: 2616-6836. eISSN: 2663-1296

28 №4(153)/ 2025

A. Ratbay, O. Razina, A. Ismailova

4. Caravano A., Franciolini G., Renaux-Petel S. Ultra-slow-roll inflation on the lattice I: Backreaction 
and nonlinear effects, arxiv, р. 1–15 (2024). DOI: arXiv:2410.23942v2.

5. Goodarzi P. Primordial fluctuations from slow-roll inflation in f(Q,T) gravity, Annals of Physics, р. 
1–14 (2025). DOI: https://doi.org/10.1016/j.aop.2025.169360 

6. Nagy J., Nagy S., Sailer K. Time Scales of Slow-Roll Inflation in Asymptotically Safe Cosmology, 
Universe 11, р. 77 (2025). DOI: https://doi.org/10.3390/universe11030077 

7. Momeni D. Inflation in Myrzakulov F(R,T) gravity, Nuclear Physics B, р. 1–10 (2025). DOI: https://
doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2025.117022 

8. Vitohekpon I.M. Slow-roll Natural and Hilltop inflation in Rastall gravity, Physica, р. 1–10 (2025). 
DOI: https://doi.org/10.1016/j.physd.2025.000667 

9. Goswami K., Narayan K., Yadav G. No-boundary extremal surfaces in slow-roll inflation and other 
cosmologies, JHEP, article 193 (2025). DOI: https://doi.org/10.1007/JHEP03(2025)193 

10. Heisenberg L., Martin-Moruno P. Advances in inflationary dynamics in general relativity and 
beyond, Physics Reports, р. 1–50 (2025). DOI: https://doi.org/10.1016/j.physrep.2025.004

Information about the authors: 

A. Ratbay – the corresponding author, PhD student of the Department of General and Theoretical 
Physics, L.N. Gumilyov Eurasian National University, 13 Munaitpasov Street, Astana, 010008, Kazakhstan.

O. Razina – PhD, Associate Professor, L.N. Gumilyov Eurasian National University, 13 Munaitpasov 
Street, Astana, 010008, Kazakhstan.

А. Ismailova – Senior Lecturer, Sh. Ualikhanov Kokshetau University, Pedagogical Institute, 
Department of Mathematics, Physics and Informatics, 76 Abai Street, Kokshetau, 020000, Kazakhstan.

А.Ратбай – автор для корреспонденции, докторант кафедры общей и теоретической физики, 
Евразийский национальный университет имени Л. Н. Гумилёва, ул. Мунайтпасова 13, Астана, 
010008, Казахстан.

О.Разина – PhD, ассоциированный профессор (доцент), Евразийский национальный универ-
ситет имени Л.Н. Гумилёва, ул. Мунайтпасова 13, Астана, 010008, Казахстан.

А. Исмаилова – старший преподаватель, НАО «Кокшетауский университет имени Ш. Уалиханова», 
Педагогический институт, кафедра математики, физики и информатики, ул. Абая 76, Кокшетау, 
020000, Казахстан.

А. Ратбай – хат-хабар авторы, жалпы және теориялық физика кафедрасының докторанты, Л.Н. 
Гумилёв атындағы Еуразия ұлттық университеті, Мұнайтпасов көшесі 13, Астана, 010008, Қазақстан.

О. Разина – PhD, қауымдастырылған профессор (доцент), Л.Н. Гумилёв атындағы Еуразия 
ұлттық университеті, Мұнайтпасов көшесі 13, Астана, 010008, Қазақстан.

А. Исмаилова – аға оқытушы, Ш. Уәлиханов атындағы Көкшетау университеті, Педагогикалық 
институт, математика, физика және информатика кафедрасы, Абай көшесі 76, Көкшетау, 020000, 
Қазақстан.

Copyright: © 2025 by the authors. Submitted for possible open access publication under the terms 
and conditions of the Creative Commons Attribution (CC BY NC) license (https://creativecommons.org/
licenses/by-nc/4.0/).

Copyright:  2025 by the authors. Submitted for possible open access publication under the terms and
Copyright:  2025 by the authors. Submitted for possible open access publication under the terms and
Copyright:  2025 by the authors. Submitted for possible open access publication under the terms and


29

IRSTI 29.05.23
Article type: article

https://doi.org/10.32523/2616-6836-2025-153-4-29-40

Extending the Covariant Confined Quark Model to Describe Radial 
Excitations of Heavy Quarkonia
Z.Z. Tyulemissov* , A.E. Tyulemissova   

Received 20.10.2025.  Revised 14.11.2025. Accepted 14.11.2025. Available online 25.12.2025

*the corresponding author

Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің ХАБАРШЫСЫ.
ISSN: 2616-6836. eISSN: 2663-1296

(E-mail: *zhomart.tyulemissov@gmail.com, akmaral.tyulemissova@gmail.com)

Abstract. We present an extension of the Covariant Confined Quark Model 
(CCQM) that enables a consistent description of radial excitations of heavy 
quarkonia. The conventional CCQM formulation, based on static constituent 
quark masses, faces a limitation in describing states whose squared mass 
exceeds the sum of the squared constituent masses. To overcome this, we 
introduce a running constituent quark mass in the quark loop, allowing an 
accurate representation of excited hadronic decays. The binding energy of 
an excited state is assumed equal to that of the corresponding ground state, 
leading to a simple mass relation between quarkonia and their constituents. 
Model parameters are determined from experimental data on leptonic decays 
of charmonia and bottomonia, showing excellent agreement with observations. 
Furthermore, an orthogonality condition for radial excitations is implemented 
through modified vertex functions, ensuring that distinct excited states do not 
mix. This refinement leads to improved internal consistency and predictive 
power of the CCQM for excited hadronic systems.
Keywords: the covariant confined quark model, radial excitations, running 
constituent quark mass, quarkonium, charmonium, bottomonium, leptonic 
decay.

The Joint Institute for Nuclear Research, Dubna, Russia 

Introduction 

The Covariant Confined Quark Model (CCQM) has proven to be a powerful and flexible 
framework for investigating a wide range of processes involving mesons and baryons. Within 
this model, hadrons are represented as bound states of constituent quarks, with confinement 
implemented through an infrared cutoff in the quark loop diagrams. The CCQM has successfully 
described numerous hadronic decay modes – strong [1-5], electromagnetic [6], semileptonic [7-9], 
and nonleptonic [10-12] – providing consistent predictions in good agreement with experimental data.

However, the conventional CCQM formulation employs static constituent quark masses, 
which restricts its applicability to ground states and low-lying hadrons. In particular, it fails 
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to describe the decays of highly excited mesonic states, where the squared mass of the hadron 
may exceed the sum of the squared constituent masses. This limitation prevents the model from 
capturing the full quark–antiquark dynamics in radial excitations of heavy quarkonia such as 
charmonium and bottomonium.

To overcome this problem, we propose an extension of the CCQM by introducing a running 
constituent quark mass in the internal quark loop. This modification preserves the basic 
principles of confinement and covariance while allowing the model to remain applicable across 
the full quarkonium spectrum. The running mass is determined by assuming that the binding 
energy of excited states is equivalent to that of the ground state, which provides a simple and 
physically transparent relation between quark and meson masses.

In addition, we formulate an orthogonality condition for radial excitations to ensure that 
different excited states do not mix within the model. This is achieved through a systematic 
construction of vertex functions that satisfy orthogonality constraints, leading to a self-
consistent and hierarchically organized spectrum of quarkonium states.

The aim of this work is therefore twofold: to generalize the CCQM framework to accommodate 
radial excitations of heavy quarkonia through a running quark mass mechanism, and to 
implement the orthogonality condition for excited-state vertex functions, thereby improving 
the model’s internal consistency and predictive capability.

The results presented here demonstrate that the extended CCQM reproduces the experimental 
data for leptonic decays of charmonia and bottomonia with high precision and offers a reliable 
tool for future studies of excited hadronic systems.

The Literature review 

The study of heavy quarkonia has been approached using a variety of theoretical frameworks, 
each aiming to describe the mass spectra, decay constants, and other properties of these bound 
states. [13] employed a contact interaction model within the Dyson-Schwinger and Bethe-
Salpeter equations, successfully reproducing masses, decay constants, and charge radii of 
charmonium states such as ηc (1S), J/ψ(1S), χc0 (1P), and χc1 (1P) in agreement with experimental 
data. Their approach emphasizes the role of symmetry-preserving interactions in modeling 
quark–antiquark dynamics.

[14] used a nonrelativistic potential model based on the Cornell potential, solving the 
Schrödinger equation numerically to calculate mass spectra and decay properties of heavy 
quarkonia. This approach demonstrates that simple potential models, calibrated with quark 
masses and coupling strengths, can provide reliable predictions compatible with experimental 
observations.

[15] extended the study of quarkonia using a light-front relativistic approach with holographic 
techniques, including one-gluon exchange and running couplings. Their framework allows for a 
detailed description of the mass spectrum, decay constants, and spatial distributions, producing 
results that reasonably match experimental data.

On the experimental side, the ALICE Collaboration [16] provided measurements of inclusive 
production cross-sections of J/ψ, Ψ(2S), Υ(1S), Υ(2S), and Υ(3S) in proton-proton collisions at 
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√s  = 8 TeV, giving essential input for testing theoretical models of quarkonium formation and 
decay dynamics.

While these studies offer important insights, many of them are limited in addressing the 
dynamics of radially excited states consistently across different quarkonia. In particular, 
models with fixed constituent quark masses face challenges in describing states whose squared 
mass exceeds the sum of squared constituent masses. Our work addresses this limitation by 
extending the Covariant Confined Quark Model (CCQM) with a running constituent quark mass 
mechanism and implementing orthogonal vertex functions, providing a general and internally 
consistent framework applicable to a broad range of heavy quarkonia and their excitations.

The Covariant Confined Quark Model

We start from represent basic principles and terms of the CCQM. The interaction Lagrangian 
is main object of the model. It describes essential properties and an interaction of constituent 
quark with hadron. General form of the Lagrangian has following form

                                                                  Lint (x)=g H(x)J(x) + h.c.,	 	                                        (1)

where g is a coupling constant corresponds to interaction of hadronic field H(x) with 
interpolating quark current J(x). In the case of quarkonium when meson consist from q ̅q pair 
Hermitian conjugate part coincides with initial. The interpolating quark are presented as

                                                        J(x)=∬dx1 dx2 F(x; x1, x2)q ̅(x1)Γq(x2), 	 	         	             (2)

here, F(x; x1, x2) is a vertex function which defines the nonlocality of our model and Γ is 
γ-matrix of Dirac and can be chosen from quantum numbers JPC of quarkonium. In coordinate 
space vertex function has following form

                                                        F(x; x1, x2) = δ(x-w1 x1-w2 x2)Φ[(x_1-x2)2], 	 	 (3)

δ-function is introduced for conservation of the translation invariance, second term Φ[(x1-x2 )
2] 

is a function which is in the momentum space chosen to has exponent form to avoid any of 
ultraviolet divergence.

On first step of calculation, one has to expand the S-matrix in the second order of the interaction 
Lagrangian to obtain coupling constant. To proper computation of the coupling constant and 
avoid double counting of freedom degree of quarks one should use the so-called compositeness 
condition, which is expressed in terms of the derivative of the meson mass operator:

		  (4)

This condition was proposed by Salam and Weinber and means that quark degree of freedom 
excepts from physical state. In other words, quarks cannot be found in isolation. The relation 
corresponds to mass operator in the case of quarkonium state has the following form

where 𝑔𝑔 is a coupling constant corresponds to interaction of hadronic field 𝐻𝐻(𝑥𝑥) with interpolating 
quark current 𝐽𝐽(𝑥𝑥). In the case of quarkonium when meson consist from 𝑞̅𝑞𝑞𝑞 pair Hermitian conjugate 
part coincides with initial. The interpolating quark are presented as 
 

𝐽𝐽(𝑥𝑥) = ∬ 𝑑𝑑𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑥𝑥2𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)𝑞̅𝑞(𝑥𝑥1)Γ𝑞𝑞(𝑥𝑥2),     (2) 
 
here, 𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) is a vertex function which defines the nonlocality of our model and Γ is 𝛾𝛾-matrix 
of Dirac and can be chosen from quantum numbers 𝐽𝐽𝑃𝑃𝑃𝑃 of quarkonium. In coordinate space vertex 
function has following form 
 

𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑤𝑤1𝑥𝑥1 − 𝑤𝑤2𝑥𝑥2)Φ[(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2)2],    (3) 
 

𝛿𝛿-function is introduced for conservation of the translation invariance, second term Φ[(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2)2] is 
a function which is in the momentum space chosen to has exponent form to avoid any of ultraviolet 
divergence. 
On first step of calculation, one has to expand the S-matrix in the second order of the interaction 
Lagrangian to obtain coupling constant. To proper computation of the coupling constant and avoid 
double counting of freedom degree of quarks one should use the so-called compositeness condition, 
which is expressed in terms of the derivative of the meson mass operator: 
 

𝑍𝑍𝑀𝑀 = 1 − 𝑔𝑔2 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑝𝑝2 Π(𝑝𝑝2) = 0 .     (4) 

 
This condition was proposed by Salam and Weinber and means that quark degree of freedom excepts 
from physical state. In other words, quarks cannot be found in isolation. The relation corresponds to 
mass operator in the case of quarkonium state has the following form 
 

Π(𝑝𝑝2) = 1
3 (𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 − 𝑝𝑝𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈

𝑝𝑝2 ) 𝑁𝑁𝑐𝑐 ∫ 𝑑𝑑4𝑘𝑘
(2𝜋𝜋)4𝑖𝑖 Φ̃(−𝑘𝑘2) tr[𝛾𝛾𝜇𝜇𝑆𝑆(𝑘𝑘 + 𝑤𝑤1𝑝𝑝)𝛾𝛾𝜈𝜈𝑆𝑆(𝑘𝑘 + 𝑤𝑤2𝑝𝑝)],   (5) 

 
where 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 is metric tensor, 𝑁𝑁𝑐𝑐 = 3 is number of quark colors, 𝑘𝑘 is loop momenta, 𝑤𝑤1 = 𝑤𝑤2 = 1/2, 
𝑆𝑆(𝑘𝑘) = 1

𝑚𝑚−𝑘̂𝑘 is a free propagator of a constituent quark with mass 𝑚𝑚. 
The CCQM has six previously fixed parameters for ground states of hadrons, such as a constituent 
mass of quarks and cutoff parameter, which helps to avoid any of infrared divergence. The value of 
these parameters presented in Table 1. 

 
Table 1. Model parameters: quark masses and cutoff parameter 𝝀𝝀 (in GeV 

units). 
𝑚𝑚𝑢𝑢/𝑚𝑚𝑑𝑑 𝑚𝑚𝑠𝑠 𝑚𝑚𝑐𝑐 𝑚𝑚𝑏𝑏 𝜆𝜆 

0.241 0.428 1.67 5.04 0.181 
 

There is also a size parameter of hadron, whose variation enables a proper reproduction of the 
observables. In the case of meson we take leptonic decay constant and attempting to fit our value to 
experimental or lattice QCD data. We then use this quantity to predict other properties. Table 2 
represents masses and leptonic decay constants for radial excitations.  

 
Table 2. Masses of charmonia and bottomnia from PDG and leptonic decay 

constants (in GeV units). 
𝐽𝐽/𝜓𝜓 Ψ(2𝑆𝑆) Υ(1𝑆𝑆) Υ(2𝑆𝑆) Υ(3𝑆𝑆) 𝑓𝑓𝐽𝐽/𝜓𝜓 𝑓𝑓Υ(1𝑆𝑆) 

3.096900(6) 3.68610(6) 9.46030(26) 10.02326(31) 10.3552(5) 0.4154 0.715 
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where gμν is metric tensor, Nc=3 is number of quark colors, k is loop momenta, w1=w2=1/2, 

where 𝑔𝑔 is a coupling constant corresponds to interaction of hadronic field 𝐻𝐻(𝑥𝑥) with interpolating 
quark current 𝐽𝐽(𝑥𝑥). In the case of quarkonium when meson consist from 𝑞̅𝑞𝑞𝑞 pair Hermitian conjugate 
part coincides with initial. The interpolating quark are presented as 
 

𝐽𝐽(𝑥𝑥) = ∬ 𝑑𝑑𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑥𝑥2𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)𝑞̅𝑞(𝑥𝑥1)Γ𝑞𝑞(𝑥𝑥2),     (2) 
 
here, 𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) is a vertex function which defines the nonlocality of our model and Γ is 𝛾𝛾-matrix 
of Dirac and can be chosen from quantum numbers 𝐽𝐽𝑃𝑃𝑃𝑃 of quarkonium. In coordinate space vertex 
function has following form 
 

𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑤𝑤1𝑥𝑥1 − 𝑤𝑤2𝑥𝑥2)Φ[(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2)2],    (3) 
 

𝛿𝛿-function is introduced for conservation of the translation invariance, second term Φ[(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2)2] is 
a function which is in the momentum space chosen to has exponent form to avoid any of ultraviolet 
divergence. 
On first step of calculation, one has to expand the S-matrix in the second order of the interaction 
Lagrangian to obtain coupling constant. To proper computation of the coupling constant and avoid 
double counting of freedom degree of quarks one should use the so-called compositeness condition, 
which is expressed in terms of the derivative of the meson mass operator: 
 

𝑍𝑍𝑀𝑀 = 1 − 𝑔𝑔2 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑝𝑝2 Π(𝑝𝑝2) = 0 .     (4) 

 
This condition was proposed by Salam and Weinber and means that quark degree of freedom excepts 
from physical state. In other words, quarks cannot be found in isolation. The relation corresponds to 
mass operator in the case of quarkonium state has the following form 
 

Π(𝑝𝑝2) = 1
3 (𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 − 𝑝𝑝𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈

𝑝𝑝2 ) 𝑁𝑁𝑐𝑐 ∫ 𝑑𝑑4𝑘𝑘
(2𝜋𝜋)4𝑖𝑖 Φ̃(−𝑘𝑘2) tr[𝛾𝛾𝜇𝜇𝑆𝑆(𝑘𝑘 + 𝑤𝑤1𝑝𝑝)𝛾𝛾𝜈𝜈𝑆𝑆(𝑘𝑘 + 𝑤𝑤2𝑝𝑝)],   (5) 

 
where 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 is metric tensor, 𝑁𝑁𝑐𝑐 = 3 is number of quark colors, 𝑘𝑘 is loop momenta, 𝑤𝑤1 = 𝑤𝑤2 = 1/2, 
𝑆𝑆(𝑘𝑘) = 1

𝑚𝑚−𝑘̂𝑘 is a free propagator of a constituent quark with mass 𝑚𝑚. 
The CCQM has six previously fixed parameters for ground states of hadrons, such as a constituent 
mass of quarks and cutoff parameter, which helps to avoid any of infrared divergence. The value of 
these parameters presented in Table 1. 

 
Table 1. Model parameters: quark masses and cutoff parameter 𝝀𝝀 (in GeV 

units). 
𝑚𝑚𝑢𝑢/𝑚𝑚𝑑𝑑 𝑚𝑚𝑠𝑠 𝑚𝑚𝑐𝑐 𝑚𝑚𝑏𝑏 𝜆𝜆 

0.241 0.428 1.67 5.04 0.181 
 

There is also a size parameter of hadron, whose variation enables a proper reproduction of the 
observables. In the case of meson we take leptonic decay constant and attempting to fit our value to 
experimental or lattice QCD data. We then use this quantity to predict other properties. Table 2 
represents masses and leptonic decay constants for radial excitations.  

 
Table 2. Masses of charmonia and bottomnia from PDG and leptonic decay 

constants (in GeV units). 
𝐽𝐽/𝜓𝜓 Ψ(2𝑆𝑆) Υ(1𝑆𝑆) Υ(2𝑆𝑆) Υ(3𝑆𝑆) 𝑓𝑓𝐽𝐽/𝜓𝜓 𝑓𝑓Υ(1𝑆𝑆) 

3.096900(6) 3.68610(6) 9.46030(26) 10.02326(31) 10.3552(5) 0.4154 0.715 

is a free propagator of a constituent quark with mass m.
The CCQM has six previously fixed parameters for ground states of hadrons, such as a 

constituent mass of quarks and cutoff parameter, which helps to avoid any of infrared divergence. 
The value of these parameters presented in Table 1.

Table 1. Model parameters: quark masses and cutoff parameter λ (in GeV units).

mu/md ms mc mb λ
0.241 0.428 1.67 5.04 0.181

There is also a size parameter of hadron, whose variation enables a proper reproduction of 
the observables. In the case of meson we take leptonic decay constant and attempting to fit our 
value to experimental or lattice QCD data. We then use this quantity to predict other properties. 
Table 2 represents masses and leptonic decay constants for radial excitations. 

Table 2. Masses of charmonia and bottomnia from PDG and leptonic decay constants (in GeV 
units).

J/ψ Ψ(2S) Υ(1S) Υ(2S) Υ(3S) f(J/ψ) fΥ(1S) 

3.096900(6) 3.68610(6) 9.46030(26) 10.02326(31) 10.3552(5) 0.4154 0.715

Our prediction of the branching ratios of the leptonic decays of charmonia and bottomonia 
based on a size parameter and values from Table 1 and Table 2 is presented in Table 3. 

Table 3. Charmonia and bottomonia size parameters and leptonic branching fractions.

Meson J/ψ
Λ(J/ψ)=2.795 GeV

Υ(1S)
ΛΥ(1S) =4.03 GeV

CCQM Exp. CCQM Exp.
Br(q ̅q→τ+  τ-) 2.46(7) 2.60(10)
Br(q ̅q→μ+ μ-) 5.964(40) 5.961(33) 2.48(7) 2.48(5)
Br(q ̅q→e+  e-) 5.964(40) 5.971(32) 2.48(7) 2.38(11)

Running Constituent Quark Mass for Radial Excitations

To extend the applicability of the Covariant Confined Quark Model (CCQM) to excited 
quarkonium states, we introduce the concept of a running constituent quark mass in the 
quark loop. The key assumption of this approach is that the binding energy of a radially excited 
quarkonium system qq ̄  is approximately the same as that of the corresponding ground state V0.

where 𝑔𝑔 is a coupling constant corresponds to interaction of hadronic field 𝐻𝐻(𝑥𝑥) with interpolating 
quark current 𝐽𝐽(𝑥𝑥). In the case of quarkonium when meson consist from 𝑞̅𝑞𝑞𝑞 pair Hermitian conjugate 
part coincides with initial. The interpolating quark are presented as 
 

𝐽𝐽(𝑥𝑥) = ∬ 𝑑𝑑𝑥𝑥1𝑑𝑑𝑥𝑥2𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)𝑞̅𝑞(𝑥𝑥1)Γ𝑞𝑞(𝑥𝑥2),     (2) 
 
here, 𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) is a vertex function which defines the nonlocality of our model and Γ is 𝛾𝛾-matrix 
of Dirac and can be chosen from quantum numbers 𝐽𝐽𝑃𝑃𝑃𝑃 of quarkonium. In coordinate space vertex 
function has following form 
 

𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑤𝑤1𝑥𝑥1 − 𝑤𝑤2𝑥𝑥2)Φ[(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2)2],    (3) 
 

𝛿𝛿-function is introduced for conservation of the translation invariance, second term Φ[(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2)2] is 
a function which is in the momentum space chosen to has exponent form to avoid any of ultraviolet 
divergence. 
On first step of calculation, one has to expand the S-matrix in the second order of the interaction 
Lagrangian to obtain coupling constant. To proper computation of the coupling constant and avoid 
double counting of freedom degree of quarks one should use the so-called compositeness condition, 
which is expressed in terms of the derivative of the meson mass operator: 
 

𝑍𝑍𝑀𝑀 = 1 − 𝑔𝑔2 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑝𝑝2 Π(𝑝𝑝2) = 0 .     (4) 

 
This condition was proposed by Salam and Weinber and means that quark degree of freedom excepts 
from physical state. In other words, quarks cannot be found in isolation. The relation corresponds to 
mass operator in the case of quarkonium state has the following form 
 

Π(𝑝𝑝2) = 1
3 (𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 − 𝑝𝑝𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈

𝑝𝑝2 ) 𝑁𝑁𝑐𝑐 ∫ 𝑑𝑑4𝑘𝑘
(2𝜋𝜋)4𝑖𝑖 Φ̃(−𝑘𝑘2) tr[𝛾𝛾𝜇𝜇𝑆𝑆(𝑘𝑘 + 𝑤𝑤1𝑝𝑝)𝛾𝛾𝜈𝜈𝑆𝑆(𝑘𝑘 + 𝑤𝑤2𝑝𝑝)],   (5) 

 
where 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 is metric tensor, 𝑁𝑁𝑐𝑐 = 3 is number of quark colors, 𝑘𝑘 is loop momenta, 𝑤𝑤1 = 𝑤𝑤2 = 1/2, 
𝑆𝑆(𝑘𝑘) = 1

𝑚𝑚−𝑘̂𝑘 is a free propagator of a constituent quark with mass 𝑚𝑚. 
The CCQM has six previously fixed parameters for ground states of hadrons, such as a constituent 
mass of quarks and cutoff parameter, which helps to avoid any of infrared divergence. The value of 
these parameters presented in Table 1. 

 
Table 1. Model parameters: quark masses and cutoff parameter 𝝀𝝀 (in GeV 

units). 
𝑚𝑚𝑢𝑢/𝑚𝑚𝑑𝑑 𝑚𝑚𝑠𝑠 𝑚𝑚𝑐𝑐 𝑚𝑚𝑏𝑏 𝜆𝜆 

0.241 0.428 1.67 5.04 0.181 
 

There is also a size parameter of hadron, whose variation enables a proper reproduction of the 
observables. In the case of meson we take leptonic decay constant and attempting to fit our value to 
experimental or lattice QCD data. We then use this quantity to predict other properties. Table 2 
represents masses and leptonic decay constants for radial excitations.  

 
Table 2. Masses of charmonia and bottomnia from PDG and leptonic decay 

constants (in GeV units). 
𝐽𝐽/𝜓𝜓 Ψ(2𝑆𝑆) Υ(1𝑆𝑆) Υ(2𝑆𝑆) Υ(3𝑆𝑆) 𝑓𝑓𝐽𝐽/𝜓𝜓 𝑓𝑓Υ(1𝑆𝑆) 

3.096900(6) 3.68610(6) 9.46030(26) 10.02326(31) 10.3552(5) 0.4154 0.715 
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Extending the Covariant Confined Quark Model to Describe Radial Excitations of Heavy Quarkonia

We define the binding energy of the ground state as

                                                                      E = mV0 – 2mq0, 	 			                             (6)

where mV0 and mq0, denote the mass of the ground-state meson and the constituent quark 
mass, respectively.

For an excited vector meson V', the constituent quark mass mq' is then determined by the 
condition that the total binding energy remains unchanged:

					     (7)

This simple relation ensures a smooth and physically motivated dependence of the constituent 
quark mass on the quarkonium excitation level, while preserving the internal consistency of the 
model.

The ground-state quark masses used in this analysis are taken from Table 1. Using these 
fixed quark masses, the corresponding size parameters ΛV of the meson vertex functions are 
determined by fitting the CCQM predictions to the experimental data on leptonic decays V → l+ l–.

The obtained values of ΛV and the predicted leptonic branching fractions for charmonium 
and bottomonium states are summarized in Tables 4 and Table 5, respectively. The results 
demonstrate excellent agreement between the CCQM predictions and experimental 
measurements across all considered decay channels.

Table 4. Charmonia results: size parameters and leptonic branching fractions using a running 
constituent quark mass.

Meson J/ψ
Λ(J/ψ)=2.795 GeV

Υ(2S)
Λ(J/ψ)=0.463 GeV

CCQM Exp. CCQM Exp.
Br(q ̅q→τ+  τ-) 0.31(1) 0.31(4)
Br(q ̅q→μ+ μ-) 5.964(40) 5.961(33) 0.81(2) 0.80(6)
Br(q ̅q→e+  e-) 5.964(40) 5.971(32) 0.81(2) 0.79(2)

Table 5. Bottomonia results: size parameters and leptonic branching fractions using a running 
constituent quark mass.

Meson Υ(1S)
ΛΥ(1S) =4.03 GeV

Υ(2S)
ΛΥ(2S) =3.77 GeV

Υ(3S)
ΛΥ(2S) =3.01 GeV

CCQM Exp. CCQM Exp. CCQM Exp.
Br(q ̅q→τ+  τ-) 2.46(7) 2.60(10) 1.92(0.5) 2.00(21) 2.17(3) 2.29(30)
Br(q ̅q→μ+ μ-) 2.48(7) 2.48(5) 1.93(0.5) 1.93(18) 2.18(3) 2.18(21)
Br(q ̅q→e+  e-) 2.48(7) 2.38(11) 1.93(0.5) 1.91(16) 2.18(3) 2.18(20)

 
Our prediction of the branching ratios of the leptonic decays of charmonia and bottomonia based on 
a size parameter and values from Table 1 and Table 2 is presented in Table 3.  

 
Table 3. Charmonia and bottomonia size parameters and leptonic 

branching fractions. 
Meson 𝐽𝐽/𝜓𝜓 

Λ𝐽𝐽/𝜓𝜓 = 2.795 GeV 
Υ(1𝑆𝑆) 

ΛΥ(1𝑆𝑆) = 4.03 GeV  
CCQM Exp. CCQM Exp. 

𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜏𝜏+  𝜏𝜏−)   2.46(7) 2.60(10) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜇𝜇+ 𝜇𝜇−) 5.964(40) 5.961(33) 2.48(7) 2.48(5) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝑒𝑒+  𝑒𝑒−) 5.964(40) 5.971(32) 2.48(7) 2.38(11) 

 
Running Constituent Quark Mass for Radial Excitations 
 
To extend the applicability of the Covariant Confined Quark Model (CCQM) to excited quarkonium 
states, we introduce the concept of a running constituent quark mass in the quark loop. The key 
assumption of this approach is that the binding energy of a radially excited quarkonium system 𝑞𝑞𝑞̄𝑞 is 
approximately the same as that of the corresponding ground state 𝑉𝑉0. 
We define the binding energy of the ground state as 
 

𝐸𝐸 = 𝑚𝑚𝑉𝑉0 − 2𝑚𝑚𝑞𝑞0,      (6) 
 
where 𝑚𝑚𝑉𝑉0 and 𝑚𝑚𝑞𝑞0 denote the mass of the ground-state meson and the constituent quark mass, 
respectively. 
For an excited vector meson 𝑉𝑉′, the constituent quark mass 𝑚𝑚𝑞𝑞′is then determined by the condition 
that the total binding energy remains unchanged: 
 

𝑚𝑚𝑞𝑞′ = 𝑚𝑚𝑉𝑉′−𝐸𝐸
2 .       (7) 

 
This simple relation ensures a smooth and physically motivated dependence of the constituent quark 
mass on the quarkonium excitation level, while preserving the internal consistency of the model. 
The ground-state quark masses used in this analysis are taken from Table 1. Using these fixed quark 
masses, the corresponding size parameters Λ𝑉𝑉of the meson vertex functions are determined by fitting 
the CCQM predictions to the experimental data on leptonic decays 𝑉𝑉 → ℓ+ℓ−. 
The obtained values of Λ𝑉𝑉 and the predicted leptonic branching fractions for charmonium and 
bottomonium states are summarized in Tables 4 and Table 5, respectively. The results demonstrate 
excellent agreement between the CCQM predictions and experimental measurements across all 
considered decay channels. 

 
Table 4. Charmonia results: size parameters and leptonic branching 

fractions using a running constituent quark mass. 
Meson 𝐽𝐽/𝜓𝜓 

Λ𝐽𝐽/𝜓𝜓 = 2.795 GeV 
Ψ(2𝑆𝑆) 

Λ𝐽𝐽/𝜓𝜓 = 0.463 GeV  
CCQM Exp. CCQM Exp. 

𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜏𝜏+  𝜏𝜏−)   0.31(1) 0.31(4) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜇𝜇+ 𝜇𝜇−) 5.964(40) 5.961(33) 0.81(2) 0.80(6) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝑒𝑒+  𝑒𝑒−) 5.964(40) 5.971(32) 0.81(2) 0.79(2) 
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While the introduction of a running constituent quark mass extends the Covariant Confined 
Quark Model (CCQM) to describe the mass spectrum and leptonic decays of excited quarkonia, 
an additional refinement is required to ensure the internal consistency of the model. Specifically, 
different radial excitations of the same quarkonium family must remain orthogonal, i.e., they 
cannot transform into one another via a single quark loop. To enforce this physical requirement, 
we implement an orthogonality condition for the vertex functions of radially excited states.

We represent the vertex function of an nth  radial excitation as a polynomial modification of 
the ground-state vertex function ΦV (–k2):

		
(8)

where the coefficients ci are determined by requiring that the corresponding meson 
amplitudes be mutually orthogonal within the quark loop integral and upper indexes is the 
degree.

The orthogonality condition is expressed as

	 (9)

for n≠m, and p is the meson four-momentum. Let us take a precisely look on this relation. 
There are  

 
Table 5. Bottomonia results: size parameters and leptonic branching 

fractions using a running constituent quark mass. 
Meson Υ(1𝑆𝑆) 

ΛΥ(1𝑆𝑆) = 4.03 GeV 
Υ(2𝑆𝑆) 

ΛΥ(2𝑆𝑆) = 3.77 GeV 
Υ(3𝑆𝑆) 

ΛΥ(2𝑆𝑆) = 3.01 GeV  
CCQM Exp. CCQM Exp. CCQM Exp. 

𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜏𝜏+  𝜏𝜏−) 2.46(7) 2.60(10) 1.92(0.5) 2.00(21) 2.17(3) 2.29(30) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜇𝜇+ 𝜇𝜇−) 2.48(7) 2.48(5) 1.93(0.5) 1.93(18) 2.18(3) 2.18(21) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝑒𝑒+  𝑒𝑒−) 2.48(7) 2.38(11) 1.93(0.5) 1.91(16) 2.18(3) 2.18(20) 
 
While the introduction of a running constituent quark mass extends the Covariant Confined Quark 
Model (CCQM) to describe the mass spectrum and leptonic decays of excited quarkonia, an additional 
refinement is required to ensure the internal consistency of the model. Specifically, different radial 
excitations of the same quarkonium family must remain orthogonal, i.e., they cannot transform into 
one another via a single quark loop. To enforce this physical requirement, we implement an 
orthogonality condition for the vertex functions of radially excited states. 
We represent the vertex function of an 𝑛𝑛th  radial excitation as a polynomial modification of the 
ground-state vertex function Φ𝑉𝑉(−𝑘𝑘2): 

Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) = (1 + ∑ 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 (𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2)𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑚𝑚=1 )Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2),   (8) 

where the coefficients 𝑐𝑐𝑖𝑖 are determined by requiring that the corresponding meson amplitudes be 
mutually orthogonal within the quark loop integral and upper indexes is the degree. 
The orthogonality condition is expressed as 
 

(𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 − 𝑝𝑝𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈
𝑝𝑝2 ) ∫ 𝑑𝑑4𝑘𝑘

(2𝜋𝜋)4𝑖𝑖  Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) Φ𝑚𝑚(−𝑘𝑘2) tr [𝛾𝛾𝜇𝜇𝑆𝑆 (𝑘𝑘 + 1
2 𝑝𝑝) 𝛾𝛾𝜈𝜈𝑆𝑆 (𝑘𝑘 − 1

2 𝑝𝑝)] = 0, (9) 
 

for 𝑛𝑛 ≠ 𝑚𝑚, and 𝑝𝑝 is the meson four-momentum. Let us take a precisely look on this relation. There 
are 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2  condition for 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 coefficients for 𝑛𝑛 ≥ 0, where 𝑛𝑛 = 0 is ground state of quarkonia. 
Moreover Eq. (9) ensures that the wave functions of distinct radial excitations—such as 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and 
Ψ(2𝑆𝑆), or Υ(1𝑆𝑆), Υ(2𝑆𝑆), Υ(3𝑆𝑆) – do not mix under quark-loop transitions. We start by considering a 
simpler charmonium system. 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and Ψ(2𝑆𝑆) mesons have the following view of vertex functions 
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for 𝐽𝐽/𝜓𝜓
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 𝑠𝑠1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)     for Ψ(2𝑆𝑆).   (10) 

 
Then orthogonality condition Eq. (8) can be rewriting as  

𝑉𝑉0𝑉𝑉1 = 𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) = 0,     (11) 
here 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) is a matrix element form Eq. (9), where 𝑠𝑠0 and 𝑠𝑠1 are the parameters of vertex. The 
low index of 𝑀𝑀 satisfy to power of 𝑘𝑘2 before the vertex function. 
From this expression, it easily follows that the coefficient 𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)). Having 
discussed the procedure of fixing 𝑐𝑐1 coefficient for charmonium state, we now turn to a more complex 
case: the excitations of bottomonium. Here appears 3 complicate structures  
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for Υ(1𝑆𝑆)
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 s1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)
Φ2(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐2 s2 𝑘𝑘2 + 𝑐𝑐3 𝑠𝑠2

2 𝑘𝑘4)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠2𝑘𝑘2)
for Υ(2𝑆𝑆)
for Υ(3𝑆𝑆)

.   (12) 

 
This relations occurs to the following system of equations  
 

  condition for cm+n-1 coefficients for n≥0, where n=0 is ground state of quarkonia. 
Moreover Eq. (9) ensures that the wave functions of distinct radial excitations – such as  J/ψ and 
Ψ(2S), or Υ(1S), Υ(2S), Υ(3S) – do not mix under quark-loop transitions. We start by considering a 
simpler charmonium system. J/ψ and Ψ(2S) mesons have the following view of vertex functions

	 (10)

Then orthogonality condition Eq. (8) can be rewriting as 

			   (11)
here Mi (s0, s1) is a matrix element form Eq. (9), where s0 and s1 are the parameters of vertex. 

The low index of M satisfy to power of k2 before the vertex function.
From this expression, it easily follows that the coefficient c1=–M0 (s0, s1)/(s1M2 (s0, s1 )). Having 

discussed the procedure of fixing c1 coefficient for charmonium state, we now turn to a more 
complex case: the excitations of bottomonium. Here appears 3 complicate structures 

(12)

 
Table 5. Bottomonia results: size parameters and leptonic branching 

fractions using a running constituent quark mass. 
Meson Υ(1𝑆𝑆) 

ΛΥ(1𝑆𝑆) = 4.03 GeV 
Υ(2𝑆𝑆) 

ΛΥ(2𝑆𝑆) = 3.77 GeV 
Υ(3𝑆𝑆) 

ΛΥ(2𝑆𝑆) = 3.01 GeV  
CCQM Exp. CCQM Exp. CCQM Exp. 

𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜏𝜏+  𝜏𝜏−) 2.46(7) 2.60(10) 1.92(0.5) 2.00(21) 2.17(3) 2.29(30) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜇𝜇+ 𝜇𝜇−) 2.48(7) 2.48(5) 1.93(0.5) 1.93(18) 2.18(3) 2.18(21) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝑒𝑒+  𝑒𝑒−) 2.48(7) 2.38(11) 1.93(0.5) 1.91(16) 2.18(3) 2.18(20) 
 
While the introduction of a running constituent quark mass extends the Covariant Confined Quark 
Model (CCQM) to describe the mass spectrum and leptonic decays of excited quarkonia, an additional 
refinement is required to ensure the internal consistency of the model. Specifically, different radial 
excitations of the same quarkonium family must remain orthogonal, i.e., they cannot transform into 
one another via a single quark loop. To enforce this physical requirement, we implement an 
orthogonality condition for the vertex functions of radially excited states. 
We represent the vertex function of an 𝑛𝑛th  radial excitation as a polynomial modification of the 
ground-state vertex function Φ𝑉𝑉(−𝑘𝑘2): 

Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) = (1 + ∑ 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 (𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2)𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑚𝑚=1 )Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2),   (8) 

where the coefficients 𝑐𝑐𝑖𝑖 are determined by requiring that the corresponding meson amplitudes be 
mutually orthogonal within the quark loop integral and upper indexes is the degree. 
The orthogonality condition is expressed as 
 

(𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 − 𝑝𝑝𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈
𝑝𝑝2 ) ∫ 𝑑𝑑4𝑘𝑘

(2𝜋𝜋)4𝑖𝑖  Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) Φ𝑚𝑚(−𝑘𝑘2) tr [𝛾𝛾𝜇𝜇𝑆𝑆 (𝑘𝑘 + 1
2 𝑝𝑝) 𝛾𝛾𝜈𝜈𝑆𝑆 (𝑘𝑘 − 1

2 𝑝𝑝)] = 0, (9) 
 

for 𝑛𝑛 ≠ 𝑚𝑚, and 𝑝𝑝 is the meson four-momentum. Let us take a precisely look on this relation. There 
are 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2  condition for 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 coefficients for 𝑛𝑛 ≥ 0, where 𝑛𝑛 = 0 is ground state of quarkonia. 
Moreover Eq. (9) ensures that the wave functions of distinct radial excitations—such as 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and 
Ψ(2𝑆𝑆), or Υ(1𝑆𝑆), Υ(2𝑆𝑆), Υ(3𝑆𝑆) – do not mix under quark-loop transitions. We start by considering a 
simpler charmonium system. 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and Ψ(2𝑆𝑆) mesons have the following view of vertex functions 
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for 𝐽𝐽/𝜓𝜓
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 𝑠𝑠1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)     for Ψ(2𝑆𝑆).   (10) 

 
Then orthogonality condition Eq. (8) can be rewriting as  

𝑉𝑉0𝑉𝑉1 = 𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) = 0,     (11) 
here 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) is a matrix element form Eq. (9), where 𝑠𝑠0 and 𝑠𝑠1 are the parameters of vertex. The 
low index of 𝑀𝑀 satisfy to power of 𝑘𝑘2 before the vertex function. 
From this expression, it easily follows that the coefficient 𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)). Having 
discussed the procedure of fixing 𝑐𝑐1 coefficient for charmonium state, we now turn to a more complex 
case: the excitations of bottomonium. Here appears 3 complicate structures  
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for Υ(1𝑆𝑆)
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 s1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)
Φ2(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐2 s2 𝑘𝑘2 + 𝑐𝑐3 𝑠𝑠2

2 𝑘𝑘4)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠2𝑘𝑘2)
for Υ(2𝑆𝑆)
for Υ(3𝑆𝑆)

.   (12) 

 
This relations occurs to the following system of equations  
 

 
Table 5. Bottomonia results: size parameters and leptonic branching 

fractions using a running constituent quark mass. 
Meson Υ(1𝑆𝑆) 

ΛΥ(1𝑆𝑆) = 4.03 GeV 
Υ(2𝑆𝑆) 

ΛΥ(2𝑆𝑆) = 3.77 GeV 
Υ(3𝑆𝑆) 

ΛΥ(2𝑆𝑆) = 3.01 GeV  
CCQM Exp. CCQM Exp. CCQM Exp. 

𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜏𝜏+  𝜏𝜏−) 2.46(7) 2.60(10) 1.92(0.5) 2.00(21) 2.17(3) 2.29(30) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜇𝜇+ 𝜇𝜇−) 2.48(7) 2.48(5) 1.93(0.5) 1.93(18) 2.18(3) 2.18(21) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝑒𝑒+  𝑒𝑒−) 2.48(7) 2.38(11) 1.93(0.5) 1.91(16) 2.18(3) 2.18(20) 
 
While the introduction of a running constituent quark mass extends the Covariant Confined Quark 
Model (CCQM) to describe the mass spectrum and leptonic decays of excited quarkonia, an additional 
refinement is required to ensure the internal consistency of the model. Specifically, different radial 
excitations of the same quarkonium family must remain orthogonal, i.e., they cannot transform into 
one another via a single quark loop. To enforce this physical requirement, we implement an 
orthogonality condition for the vertex functions of radially excited states. 
We represent the vertex function of an 𝑛𝑛th  radial excitation as a polynomial modification of the 
ground-state vertex function Φ𝑉𝑉(−𝑘𝑘2): 

Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) = (1 + ∑ 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 (𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2)𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑚𝑚=1 )Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2),   (8) 

where the coefficients 𝑐𝑐𝑖𝑖 are determined by requiring that the corresponding meson amplitudes be 
mutually orthogonal within the quark loop integral and upper indexes is the degree. 
The orthogonality condition is expressed as 
 

(𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 − 𝑝𝑝𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈
𝑝𝑝2 ) ∫ 𝑑𝑑4𝑘𝑘

(2𝜋𝜋)4𝑖𝑖  Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) Φ𝑚𝑚(−𝑘𝑘2) tr [𝛾𝛾𝜇𝜇𝑆𝑆 (𝑘𝑘 + 1
2 𝑝𝑝) 𝛾𝛾𝜈𝜈𝑆𝑆 (𝑘𝑘 − 1

2 𝑝𝑝)] = 0, (9) 
 

for 𝑛𝑛 ≠ 𝑚𝑚, and 𝑝𝑝 is the meson four-momentum. Let us take a precisely look on this relation. There 
are 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2  condition for 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 coefficients for 𝑛𝑛 ≥ 0, where 𝑛𝑛 = 0 is ground state of quarkonia. 
Moreover Eq. (9) ensures that the wave functions of distinct radial excitations—such as 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and 
Ψ(2𝑆𝑆), or Υ(1𝑆𝑆), Υ(2𝑆𝑆), Υ(3𝑆𝑆) – do not mix under quark-loop transitions. We start by considering a 
simpler charmonium system. 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and Ψ(2𝑆𝑆) mesons have the following view of vertex functions 
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for 𝐽𝐽/𝜓𝜓
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 𝑠𝑠1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)     for Ψ(2𝑆𝑆).   (10) 

 
Then orthogonality condition Eq. (8) can be rewriting as  

𝑉𝑉0𝑉𝑉1 = 𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) = 0,     (11) 
here 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) is a matrix element form Eq. (9), where 𝑠𝑠0 and 𝑠𝑠1 are the parameters of vertex. The 
low index of 𝑀𝑀 satisfy to power of 𝑘𝑘2 before the vertex function. 
From this expression, it easily follows that the coefficient 𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)). Having 
discussed the procedure of fixing 𝑐𝑐1 coefficient for charmonium state, we now turn to a more complex 
case: the excitations of bottomonium. Here appears 3 complicate structures  
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for Υ(1𝑆𝑆)
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 s1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)
Φ2(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐2 s2 𝑘𝑘2 + 𝑐𝑐3 𝑠𝑠2

2 𝑘𝑘4)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠2𝑘𝑘2)
for Υ(2𝑆𝑆)
for Υ(3𝑆𝑆)

.   (12) 

 
This relations occurs to the following system of equations  
 

 
Table 5. Bottomonia results: size parameters and leptonic branching 

fractions using a running constituent quark mass. 
Meson Υ(1𝑆𝑆) 

ΛΥ(1𝑆𝑆) = 4.03 GeV 
Υ(2𝑆𝑆) 

ΛΥ(2𝑆𝑆) = 3.77 GeV 
Υ(3𝑆𝑆) 

ΛΥ(2𝑆𝑆) = 3.01 GeV  
CCQM Exp. CCQM Exp. CCQM Exp. 

𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜏𝜏+  𝜏𝜏−) 2.46(7) 2.60(10) 1.92(0.5) 2.00(21) 2.17(3) 2.29(30) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜇𝜇+ 𝜇𝜇−) 2.48(7) 2.48(5) 1.93(0.5) 1.93(18) 2.18(3) 2.18(21) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝑒𝑒+  𝑒𝑒−) 2.48(7) 2.38(11) 1.93(0.5) 1.91(16) 2.18(3) 2.18(20) 
 
While the introduction of a running constituent quark mass extends the Covariant Confined Quark 
Model (CCQM) to describe the mass spectrum and leptonic decays of excited quarkonia, an additional 
refinement is required to ensure the internal consistency of the model. Specifically, different radial 
excitations of the same quarkonium family must remain orthogonal, i.e., they cannot transform into 
one another via a single quark loop. To enforce this physical requirement, we implement an 
orthogonality condition for the vertex functions of radially excited states. 
We represent the vertex function of an 𝑛𝑛th  radial excitation as a polynomial modification of the 
ground-state vertex function Φ𝑉𝑉(−𝑘𝑘2): 

Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) = (1 + ∑ 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 (𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2)𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑚𝑚=1 )Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2),   (8) 

where the coefficients 𝑐𝑐𝑖𝑖 are determined by requiring that the corresponding meson amplitudes be 
mutually orthogonal within the quark loop integral and upper indexes is the degree. 
The orthogonality condition is expressed as 
 

(𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 − 𝑝𝑝𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈
𝑝𝑝2 ) ∫ 𝑑𝑑4𝑘𝑘

(2𝜋𝜋)4𝑖𝑖  Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) Φ𝑚𝑚(−𝑘𝑘2) tr [𝛾𝛾𝜇𝜇𝑆𝑆 (𝑘𝑘 + 1
2 𝑝𝑝) 𝛾𝛾𝜈𝜈𝑆𝑆 (𝑘𝑘 − 1

2 𝑝𝑝)] = 0, (9) 
 

for 𝑛𝑛 ≠ 𝑚𝑚, and 𝑝𝑝 is the meson four-momentum. Let us take a precisely look on this relation. There 
are 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2  condition for 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 coefficients for 𝑛𝑛 ≥ 0, where 𝑛𝑛 = 0 is ground state of quarkonia. 
Moreover Eq. (9) ensures that the wave functions of distinct radial excitations—such as 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and 
Ψ(2𝑆𝑆), or Υ(1𝑆𝑆), Υ(2𝑆𝑆), Υ(3𝑆𝑆) – do not mix under quark-loop transitions. We start by considering a 
simpler charmonium system. 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and Ψ(2𝑆𝑆) mesons have the following view of vertex functions 
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for 𝐽𝐽/𝜓𝜓
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 𝑠𝑠1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)     for Ψ(2𝑆𝑆).   (10) 

 
Then orthogonality condition Eq. (8) can be rewriting as  

𝑉𝑉0𝑉𝑉1 = 𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) = 0,     (11) 
here 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) is a matrix element form Eq. (9), where 𝑠𝑠0 and 𝑠𝑠1 are the parameters of vertex. The 
low index of 𝑀𝑀 satisfy to power of 𝑘𝑘2 before the vertex function. 
From this expression, it easily follows that the coefficient 𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)). Having 
discussed the procedure of fixing 𝑐𝑐1 coefficient for charmonium state, we now turn to a more complex 
case: the excitations of bottomonium. Here appears 3 complicate structures  
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for Υ(1𝑆𝑆)
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 s1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)
Φ2(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐2 s2 𝑘𝑘2 + 𝑐𝑐3 𝑠𝑠2

2 𝑘𝑘4)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠2𝑘𝑘2)
for Υ(2𝑆𝑆)
for Υ(3𝑆𝑆)
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This relations occurs to the following system of equations  
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𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜏𝜏+  𝜏𝜏−) 2.46(7) 2.60(10) 1.92(0.5) 2.00(21) 2.17(3) 2.29(30) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜇𝜇+ 𝜇𝜇−) 2.48(7) 2.48(5) 1.93(0.5) 1.93(18) 2.18(3) 2.18(21) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝑒𝑒+  𝑒𝑒−) 2.48(7) 2.38(11) 1.93(0.5) 1.91(16) 2.18(3) 2.18(20) 
 
While the introduction of a running constituent quark mass extends the Covariant Confined Quark 
Model (CCQM) to describe the mass spectrum and leptonic decays of excited quarkonia, an additional 
refinement is required to ensure the internal consistency of the model. Specifically, different radial 
excitations of the same quarkonium family must remain orthogonal, i.e., they cannot transform into 
one another via a single quark loop. To enforce this physical requirement, we implement an 
orthogonality condition for the vertex functions of radially excited states. 
We represent the vertex function of an 𝑛𝑛th  radial excitation as a polynomial modification of the 
ground-state vertex function Φ𝑉𝑉(−𝑘𝑘2): 

Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) = (1 + ∑ 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 (𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2)𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑚𝑚=1 )Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2),   (8) 

where the coefficients 𝑐𝑐𝑖𝑖 are determined by requiring that the corresponding meson amplitudes be 
mutually orthogonal within the quark loop integral and upper indexes is the degree. 
The orthogonality condition is expressed as 
 

(𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 − 𝑝𝑝𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈
𝑝𝑝2 ) ∫ 𝑑𝑑4𝑘𝑘

(2𝜋𝜋)4𝑖𝑖  Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) Φ𝑚𝑚(−𝑘𝑘2) tr [𝛾𝛾𝜇𝜇𝑆𝑆 (𝑘𝑘 + 1
2 𝑝𝑝) 𝛾𝛾𝜈𝜈𝑆𝑆 (𝑘𝑘 − 1

2 𝑝𝑝)] = 0, (9) 
 

for 𝑛𝑛 ≠ 𝑚𝑚, and 𝑝𝑝 is the meson four-momentum. Let us take a precisely look on this relation. There 
are 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2  condition for 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 coefficients for 𝑛𝑛 ≥ 0, where 𝑛𝑛 = 0 is ground state of quarkonia. 
Moreover Eq. (9) ensures that the wave functions of distinct radial excitations—such as 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and 
Ψ(2𝑆𝑆), or Υ(1𝑆𝑆), Υ(2𝑆𝑆), Υ(3𝑆𝑆) – do not mix under quark-loop transitions. We start by considering a 
simpler charmonium system. 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and Ψ(2𝑆𝑆) mesons have the following view of vertex functions 
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for 𝐽𝐽/𝜓𝜓
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 𝑠𝑠1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)     for Ψ(2𝑆𝑆).   (10) 

 
Then orthogonality condition Eq. (8) can be rewriting as  

𝑉𝑉0𝑉𝑉1 = 𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) = 0,     (11) 
here 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) is a matrix element form Eq. (9), where 𝑠𝑠0 and 𝑠𝑠1 are the parameters of vertex. The 
low index of 𝑀𝑀 satisfy to power of 𝑘𝑘2 before the vertex function. 
From this expression, it easily follows that the coefficient 𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)). Having 
discussed the procedure of fixing 𝑐𝑐1 coefficient for charmonium state, we now turn to a more complex 
case: the excitations of bottomonium. Here appears 3 complicate structures  
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for Υ(1𝑆𝑆)
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 s1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)
Φ2(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐2 s2 𝑘𝑘2 + 𝑐𝑐3 𝑠𝑠2
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Table 5. Bottomonia results: size parameters and leptonic branching 

fractions using a running constituent quark mass. 
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Υ(2𝑆𝑆) 

ΛΥ(2𝑆𝑆) = 3.77 GeV 
Υ(3𝑆𝑆) 

ΛΥ(2𝑆𝑆) = 3.01 GeV  
CCQM Exp. CCQM Exp. CCQM Exp. 

𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜏𝜏+  𝜏𝜏−) 2.46(7) 2.60(10) 1.92(0.5) 2.00(21) 2.17(3) 2.29(30) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝜇𝜇+ 𝜇𝜇−) 2.48(7) 2.48(5) 1.93(0.5) 1.93(18) 2.18(3) 2.18(21) 
𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑞̅𝑞𝑞𝑞 → 𝑒𝑒+  𝑒𝑒−) 2.48(7) 2.38(11) 1.93(0.5) 1.91(16) 2.18(3) 2.18(20) 
 
While the introduction of a running constituent quark mass extends the Covariant Confined Quark 
Model (CCQM) to describe the mass spectrum and leptonic decays of excited quarkonia, an additional 
refinement is required to ensure the internal consistency of the model. Specifically, different radial 
excitations of the same quarkonium family must remain orthogonal, i.e., they cannot transform into 
one another via a single quark loop. To enforce this physical requirement, we implement an 
orthogonality condition for the vertex functions of radially excited states. 
We represent the vertex function of an 𝑛𝑛th  radial excitation as a polynomial modification of the 
ground-state vertex function Φ𝑉𝑉(−𝑘𝑘2): 

Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) = (1 + ∑ 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 (𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2)𝑚𝑚𝑛𝑛
𝑚𝑚=1 )Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠𝑛𝑛𝑘𝑘2),   (8) 

where the coefficients 𝑐𝑐𝑖𝑖 are determined by requiring that the corresponding meson amplitudes be 
mutually orthogonal within the quark loop integral and upper indexes is the degree. 
The orthogonality condition is expressed as 
 

(𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 − 𝑝𝑝𝜇𝜇𝑝𝑝𝜈𝜈
𝑝𝑝2 ) ∫ 𝑑𝑑4𝑘𝑘

(2𝜋𝜋)4𝑖𝑖  Φ𝑛𝑛(−𝑘𝑘2) Φ𝑚𝑚(−𝑘𝑘2) tr [𝛾𝛾𝜇𝜇𝑆𝑆 (𝑘𝑘 + 1
2 𝑝𝑝) 𝛾𝛾𝜈𝜈𝑆𝑆 (𝑘𝑘 − 1

2 𝑝𝑝)] = 0, (9) 
 

for 𝑛𝑛 ≠ 𝑚𝑚, and 𝑝𝑝 is the meson four-momentum. Let us take a precisely look on this relation. There 
are 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2  condition for 𝑐𝑐𝑚𝑚+𝑛𝑛−1 coefficients for 𝑛𝑛 ≥ 0, where 𝑛𝑛 = 0 is ground state of quarkonia. 
Moreover Eq. (9) ensures that the wave functions of distinct radial excitations—such as 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and 
Ψ(2𝑆𝑆), or Υ(1𝑆𝑆), Υ(2𝑆𝑆), Υ(3𝑆𝑆) – do not mix under quark-loop transitions. We start by considering a 
simpler charmonium system. 𝐽𝐽/𝜓𝜓 and Ψ(2𝑆𝑆) mesons have the following view of vertex functions 
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for 𝐽𝐽/𝜓𝜓
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 𝑠𝑠1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)     for Ψ(2𝑆𝑆).   (10) 

 
Then orthogonality condition Eq. (8) can be rewriting as  

𝑉𝑉0𝑉𝑉1 = 𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) = 0,     (11) 
here 𝑀𝑀𝑖𝑖(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) is a matrix element form Eq. (9), where 𝑠𝑠0 and 𝑠𝑠1 are the parameters of vertex. The 
low index of 𝑀𝑀 satisfy to power of 𝑘𝑘2 before the vertex function. 
From this expression, it easily follows that the coefficient 𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)). Having 
discussed the procedure of fixing 𝑐𝑐1 coefficient for charmonium state, we now turn to a more complex 
case: the excitations of bottomonium. Here appears 3 complicate structures  
 

Φ0(−𝑘𝑘2) = Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠0𝑘𝑘2) for Υ(1𝑆𝑆)
Φ1(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐1 s1 𝑘𝑘2)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠1𝑘𝑘2)
Φ2(−𝑘𝑘2) = (1 + 𝑐𝑐2 s2 𝑘𝑘2 + 𝑐𝑐3 𝑠𝑠2

2 𝑘𝑘4)Φ𝑉𝑉(−𝑠𝑠2𝑘𝑘2)
for Υ(2𝑆𝑆)
for Υ(3𝑆𝑆)
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This relations occurs to the following system of equations  
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This relations occurs to the following system of equations 

(13)

First equation limits c1=–M0 (s0, s1)/(s1M2 (s0, s1 )). Thus, in the system of equation include only 
two unknown parameters c2 and c3. We can obtain them from the following system

	
(14)

Let us identify the coefficients from these linear equations by using a method so-called 
Cramer’s rule. It is easy to see that we get 

	

(15)

Finally, after all necessary calculations, all three coefficients can be written in a way that 
prevents mixing between high- and low-lying excitations

	  (15)

Discussion

The calculated branching ratios for charmonia and bottomonia show excellent agreement 
with experimental data, confirming the model’s internal consistency. The implementation of an 
orthogonality condition for the vertex functions guarantees that high- and low-lying excitations 
remain independent, avoiding unphysical mixing. Polynomial coefficients are determined via 
linear systems and Cramer’s rule, maintaining predictive power. We reproduce the data for 
various decays of charmonia and bottomonia by introducing running constituent quark masses. 
For instance, in case of Ψ(2S) meson mass of charm quark is increased to mc=1.96679 GeV. 
Similary, the mass of b-quark rises from mb=5.32768 to mb=5.49365 for Υ(2S) and Υ(3S) mesons, 
respectively. Numerical value of the coefficients in the orthogonal vertex functions are c1=0.802 
for Ψ(2S) meson, and c1=1.979, c2=4.083, c3=2.235 for bottomonia.

As one can see the value of parameters and branching ratios of ground of charmnoium 
and bottomonium were not changed at all. The reason of this if that we used a polynomial 
modification of the ground-state vertex function in Eq. (8). Therefore, this update does not 
introduce any changes to the previous results.

𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) = 0
𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) + с2𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) + с3𝑠𝑠2

2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) = 0
𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + с2𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1с2𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)
                     +с3𝑠𝑠2

2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1с3𝑠𝑠2
2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) = 0.

 (13) 

 
First equation limits 𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)). Thus, in the system of equation include only 
two unknown parameters 𝑐𝑐2 and 𝑐𝑐3. We can obtain them from the following system 
 

с2𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) + с3𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

с2(𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)) + с3(𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))
                                                             = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2).

 (14) 

 
Let us identify the coefficients from these linear equations by using a method so-called Cramer’s rule. 
It is easy to see that we get  
 

Δ = det ( 𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))

Δ2 = det ( −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

−𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))

Δ3 = det ( 𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)
𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) −𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)) .

 (15) 

 
 
Finally, after all necessary calculations, all three coefficients can be written in a way that prevents 
mixing between high- and low-lying excitations 
 

𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)) 𝑐𝑐2 = Δ2/Δ 𝑐𝑐2 = Δ2/Δ.    (15) 
 
Discussion 
 
The calculated branching ratios for charmonia and bottomonia show excellent agreement with 
experimental data, confirming the model’s internal consistency. The implementation of an 
orthogonality condition for the vertex functions guarantees that high- and low-lying excitations 
remain independent, avoiding unphysical mixing. Polynomial coefficients are determined via linear 
systems and Cramer’s rule, maintaining predictive power. We reproduce the data for various decays 
of charmonia and bottomonia by introducing running constituent quark masses. For instance, in case 
of Ψ(2𝑆𝑆) meson mass of charm quark is increased to 𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1.96679 GeV. Similary, the mass of b-
quark rises from 𝑚𝑚𝑏𝑏 = 5.32768  to 𝑚𝑚𝑏𝑏 = 5.49365  for Υ(2𝑆𝑆)  and Υ(3𝑆𝑆)  mesons, respectively. 
Numerical value of the coefficients in the orthogonal vertex functions are 𝑐𝑐1 = 0.802 for Ψ(2𝑆𝑆) 
meson, and 𝑐𝑐1 = 1.979, 𝑐𝑐2 = 4.083, 𝑐𝑐3 = 2.235 for bottomonia. 
As one can see the value of parameters and branching ratios of ground of charmnoium and 
bottomonium were not changed at all. The reason of this if that we used a polynomial modification 
of the ground-state vertex function in Eq. (8). Therefore, this update does not introduce any changes 
to the previous results. 
 
Conclusion 
 
We have extended the Covariant Confined Quark Model (CCQM) on the basis of general principles, 
introducing a running constituent quark mass and orthogonal vertex functions to describe radial 
excitations of heavy quarkonia. This approach provides a universal mechanism that is not limited to 

𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) = 0
𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) + с2𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) + с3𝑠𝑠2

2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) = 0
𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + с2𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1с2𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)
                     +с3𝑠𝑠2

2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1с3𝑠𝑠2
2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) = 0.

 (13) 

 
First equation limits 𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)). Thus, in the system of equation include only 
two unknown parameters 𝑐𝑐2 and 𝑐𝑐3. We can obtain them from the following system 
 

с2𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) + с3𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

с2(𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)) + с3(𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))
                                                             = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2).

 (14) 

 
Let us identify the coefficients from these linear equations by using a method so-called Cramer’s rule. 
It is easy to see that we get  
 

Δ = det ( 𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))

Δ2 = det ( −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

−𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))

Δ3 = det ( 𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)
𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) −𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)) .

 (15) 

 
 
Finally, after all necessary calculations, all three coefficients can be written in a way that prevents 
mixing between high- and low-lying excitations 
 

𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)) 𝑐𝑐2 = Δ2/Δ 𝑐𝑐2 = Δ2/Δ.    (15) 
 
Discussion 
 
The calculated branching ratios for charmonia and bottomonia show excellent agreement with 
experimental data, confirming the model’s internal consistency. The implementation of an 
orthogonality condition for the vertex functions guarantees that high- and low-lying excitations 
remain independent, avoiding unphysical mixing. Polynomial coefficients are determined via linear 
systems and Cramer’s rule, maintaining predictive power. We reproduce the data for various decays 
of charmonia and bottomonia by introducing running constituent quark masses. For instance, in case 
of Ψ(2𝑆𝑆) meson mass of charm quark is increased to 𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1.96679 GeV. Similary, the mass of b-
quark rises from 𝑚𝑚𝑏𝑏 = 5.32768  to 𝑚𝑚𝑏𝑏 = 5.49365  for Υ(2𝑆𝑆)  and Υ(3𝑆𝑆)  mesons, respectively. 
Numerical value of the coefficients in the orthogonal vertex functions are 𝑐𝑐1 = 0.802 for Ψ(2𝑆𝑆) 
meson, and 𝑐𝑐1 = 1.979, 𝑐𝑐2 = 4.083, 𝑐𝑐3 = 2.235 for bottomonia. 
As one can see the value of parameters and branching ratios of ground of charmnoium and 
bottomonium were not changed at all. The reason of this if that we used a polynomial modification 
of the ground-state vertex function in Eq. (8). Therefore, this update does not introduce any changes 
to the previous results. 
 
Conclusion 
 
We have extended the Covariant Confined Quark Model (CCQM) on the basis of general principles, 
introducing a running constituent quark mass and orthogonal vertex functions to describe radial 
excitations of heavy quarkonia. This approach provides a universal mechanism that is not limited to 

𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1) = 0
𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) + с2𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) + с3𝑠𝑠2

2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) = 0
𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + с2𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1с2𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)
                     +с3𝑠𝑠2

2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1с3𝑠𝑠2
2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) = 0.

 (13) 

 
First equation limits 𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)). Thus, in the system of equation include only 
two unknown parameters 𝑐𝑐2 and 𝑐𝑐3. We can obtain them from the following system 
 

с2𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) + с3𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

с2(𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)) + с3(𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))
                                                             = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2).

 (14) 

 
Let us identify the coefficients from these linear equations by using a method so-called Cramer’s rule. 
It is easy to see that we get  
 

Δ = det ( 𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))

Δ2 = det ( −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

−𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))

Δ3 = det ( 𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)
𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) −𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)) .

 (15) 

 
 
Finally, after all necessary calculations, all three coefficients can be written in a way that prevents 
mixing between high- and low-lying excitations 
 

𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)) 𝑐𝑐2 = Δ2/Δ 𝑐𝑐2 = Δ2/Δ.    (15) 
 
Discussion 
 
The calculated branching ratios for charmonia and bottomonia show excellent agreement with 
experimental data, confirming the model’s internal consistency. The implementation of an 
orthogonality condition for the vertex functions guarantees that high- and low-lying excitations 
remain independent, avoiding unphysical mixing. Polynomial coefficients are determined via linear 
systems and Cramer’s rule, maintaining predictive power. We reproduce the data for various decays 
of charmonia and bottomonia by introducing running constituent quark masses. For instance, in case 
of Ψ(2𝑆𝑆) meson mass of charm quark is increased to 𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1.96679 GeV. Similary, the mass of b-
quark rises from 𝑚𝑚𝑏𝑏 = 5.32768  to 𝑚𝑚𝑏𝑏 = 5.49365  for Υ(2𝑆𝑆)  and Υ(3𝑆𝑆)  mesons, respectively. 
Numerical value of the coefficients in the orthogonal vertex functions are 𝑐𝑐1 = 0.802 for Ψ(2𝑆𝑆) 
meson, and 𝑐𝑐1 = 1.979, 𝑐𝑐2 = 4.083, 𝑐𝑐3 = 2.235 for bottomonia. 
As one can see the value of parameters and branching ratios of ground of charmnoium and 
bottomonium were not changed at all. The reason of this if that we used a polynomial modification 
of the ground-state vertex function in Eq. (8). Therefore, this update does not introduce any changes 
to the previous results. 
 
Conclusion 
 
We have extended the Covariant Confined Quark Model (CCQM) on the basis of general principles, 
introducing a running constituent quark mass and orthogonal vertex functions to describe radial 
excitations of heavy quarkonia. This approach provides a universal mechanism that is not limited to 
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2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) = 0
𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + с2𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1с2𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)
                     +с3𝑠𝑠2

2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1с3𝑠𝑠2
2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) = 0.

 (13) 

 
First equation limits 𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)). Thus, in the system of equation include only 
two unknown parameters 𝑐𝑐2 and 𝑐𝑐3. We can obtain them from the following system 
 

с2𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) + с3𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

с2(𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)) + с3(𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))
                                                             = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − с1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2).

 (14) 

 
Let us identify the coefficients from these linear equations by using a method so-called Cramer’s rule. 
It is easy to see that we get  
 

Δ = det ( 𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))

Δ2 = det ( −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)

−𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) 𝑠𝑠2
2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2

2𝑀𝑀6(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2))

Δ3 = det ( 𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2) −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠2)
𝑠𝑠2𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) + 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑠𝑠2𝑀𝑀4(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) −𝑀𝑀0(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2) − 𝑐𝑐1𝑠𝑠1𝑀𝑀2(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2)) .

 (15) 

 
 
Finally, after all necessary calculations, all three coefficients can be written in a way that prevents 
mixing between high- and low-lying excitations 
 

𝑐𝑐1 = −𝑀𝑀0(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)/(s1 𝑀𝑀2(𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1)) 𝑐𝑐2 = Δ2/Δ 𝑐𝑐2 = Δ2/Δ.    (15) 
 
Discussion 
 
The calculated branching ratios for charmonia and bottomonia show excellent agreement with 
experimental data, confirming the model’s internal consistency. The implementation of an 
orthogonality condition for the vertex functions guarantees that high- and low-lying excitations 
remain independent, avoiding unphysical mixing. Polynomial coefficients are determined via linear 
systems and Cramer’s rule, maintaining predictive power. We reproduce the data for various decays 
of charmonia and bottomonia by introducing running constituent quark masses. For instance, in case 
of Ψ(2𝑆𝑆) meson mass of charm quark is increased to 𝑚𝑚𝑐𝑐 = 1.96679 GeV. Similary, the mass of b-
quark rises from 𝑚𝑚𝑏𝑏 = 5.32768  to 𝑚𝑚𝑏𝑏 = 5.49365  for Υ(2𝑆𝑆)  and Υ(3𝑆𝑆)  mesons, respectively. 
Numerical value of the coefficients in the orthogonal vertex functions are 𝑐𝑐1 = 0.802 for Ψ(2𝑆𝑆) 
meson, and 𝑐𝑐1 = 1.979, 𝑐𝑐2 = 4.083, 𝑐𝑐3 = 2.235 for bottomonia. 
As one can see the value of parameters and branching ratios of ground of charmnoium and 
bottomonium were not changed at all. The reason of this if that we used a polynomial modification 
of the ground-state vertex function in Eq. (8). Therefore, this update does not introduce any changes 
to the previous results. 
 
Conclusion 
 
We have extended the Covariant Confined Quark Model (CCQM) on the basis of general principles, 
introducing a running constituent quark mass and orthogonal vertex functions to describe radial 
excitations of heavy quarkonia. This approach provides a universal mechanism that is not limited to 
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Conclusion

We have extended the Covariant Confined Quark Model (CCQM) on the basis of general 
principles, introducing a running constituent quark mass and orthogonal vertex functions to 
describe radial excitations of heavy quarkonia. This approach provides a universal mechanism 
that is not limited to specific states, allowing any quark model built on similar principles to 
incorporate excited states consistently. By preserving the binding energy of the corresponding 
ground state and enforcing orthogonality among radial excitations, the model avoids unphysical 
mixing and maintains internal consistency. These developments significantly enhance the 
CCQM’s applicability to strong and electromagnetic decays of excited hadrons and open the 
possibility for future studies of hybrid and multiquark systems.

The resulting framework reproduces leptonic decay constants and branching ratios of 
charmonia and bottomonia in excellent agreement with experimental data using a minimal set 
of parameters. Beyond quarkonia, this general mechanism can be applied to other hadronic 
systems, including hybrids and multiquark states, providing a robust and predictive tool for 
studying excited hadrons from first principles.
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Ауыр кваркониялардың радиалды қозған күйлерін сипаттау үшін Ковариантты Шек-
телген Кварк Моделін кеңейту

Аңдатпа. Біз ауыр кваркониялардың радиалды қозған күйлерін үйлесімді сипаттауға мүм-
кіндік беретін Ковариантты Шектелген Кварк Моделінің (КШКМ) кеңейтілген нұсқасын ұсына-
мыз. Тұрақты құрамдас кварк массаларына негізделген дәстүрлі КШКМ формуласы құрамдас 
массалардың квадраттарының қосындысынан артық квадраттық массаға ие күйлерді сипат-
тауда шектеулерге тап болады. Бұл мәселені шешу үшін біз кварк ілмегінде жүрмелі құрамдас 
кварк массасын енгіздік, бұл қозған адрондық ыдырауларды дәл сипаттауға мүмкіндік береді. 
Қозған күйдің байланыс энергиясы сәйкес негізгі күйдің байланыс энергиясына тең деп қабыл-
данады, бұл кваркония мен олардың құрамдастары арасындағы қарапайым массалық қатына-
сты тудырады. Модель параметрлері чармония мен боттомонияның лептондық ыдыраулары 
бойынша эксперименттік деректер негізінде анықталып, бақылаулармен тамаша сәйкестік көр-
сетеді. Сонымен қатар, радиалды қозған күйлердің ортогоналдық шарты модификацияланған 
вершиналық функциялар арқылы жүзеге асырылады, бұл әртүрлі қозған күйлердің араласпа-
уын қамтамасыз етеді. Бұл жетілдіру КШКМ моделінің ішкі үйлесімділігін және қозған адрондық 
жүйелерді сипаттаудағы болжамдық қабілетін арттырады.

Түйін сөздер: ковариантты шектелген кварк моделі, радиалды қозған күйлер, жүрмелі 
құрамдас кварк массасы, кварконий, чармоний, боттомоний, лептондық ыдырау.

Ж.Ж. Тюлемисов*, А.Е. Тюлемисова
Объединенный институт ядерных исследований, Дубна, Российская Федерация

(E-mail: *zhomart.tyulemissov@gmail.com, akmaral.tyulemissova@gmail.com)

Расширение ковариантной модели кварков для описания радиальных возбуждений
 тяжёлых кваркониев

Аннотация. Мы представляем расширение Ковариантной Модели Кварков (КМК), которое 
обеспечивает согласованное описание радиальных возбуждённых состояний тяжёлых кварко-
ниев. Традиционная формулировка КМК, основанная на статических массах составных кварков, 
сталкивается с ограничениями при описании состояний, квадрат массы которых превышает 
сумму квадратов составных масс. Чтобы преодолеть это, мы вводим бегущую массу составно-
го кварка в кварковой петле, что позволяет точно описывать распады возбуждённых адронов. 
Энергия связи возбуждённого состояния предполагается равной энергии связи соответствую-
щего основного состояния, что приводит к простой зависимости масс между кварконием и его 
составными частицами. Параметры модели определяются из экспериментальных данных леп-
тонных распадов чармония и боттомония, демонстрируя отличное согласие с наблюдаемыми. 
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Кроме того, было использовано условие ортогональности для модифицированных вершин-
ных функций радиальных возбуждений, что обеспечивает отсутствие смешивания различных 
возбуждённых состояний. Это усовершенствование повышает внутреннюю согласованность и 
предсказательную способность КМК при описании возбуждённых адронных систем.

Ключевые слова: ковариантная модель кварков, радиальные возбуждения, бегущая масса 
составного кварка, кварконий, чармоний, боттомоний, лептонный распад.
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Abstract. The present study focuses on the synthesis of ZnO nanostructures via 
an electrospinning-assisted technique, followed by calcination under carefully 
controlled thermal conditions. The electrospinning process resulted in the 
formation of continuous, uniform, and bead-free polymeric precursor fibers, 
with a noticeable reduction in average fiber diameter. This clearly demonstrates 
the influence of electrospinning parameters, such as applied voltage, solution 
concentration, and flow rate, on the resulting fiber morphology. Subsequent 
calcination not only removed the polymeric matrix but also induced the 
crystallization of ZnO, transforming the fibrous structure into well-defined 
nanoparticles. The crystallite size of the obtained ZnO was strongly dependent 
on the calcination temperature, with the smallest crystallites achieved under 
optimized thermal treatment, thereby offering a route to fine-tune the 
nanostructure dimensions. Elemental analysis by energy-dispersive X-ray 
spectroscopy (EDS) confirmed the exclusive presence of zinc and oxygen, 
verifying the high purity and compositional integrity of the synthesized 
material. Furthermore, X-ray diffraction (XRD) analysis revealed sharp and 
intense diffraction peaks corresponding solely to the hexagonal wurtzite 
phase of ZnO, with no evidence of secondary phases or impurities. These 
results collectively demonstrate that electrospinning, coupled with controlled 
calcination, provides a robust, cost-effective, and scalable approach for 
producing high-quality ZnO nanostructures with desirable structural and 
compositional features. Such nanostructures hold significant promise for 
diverse applications, including gas sensing.
Keywords: ZnO nanoparticles, electrospinning, calcination, nanostructured 
materials, polymeric matrix, crystallite size, hexagonal wurtzite
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Introduction 

Zinc oxide (ZnO) is a n-type semiconductor material that is suitable for a wide range of 
applications, including gas sensors, photocatalysts, solar cells, and optoelectronic devices. It 
has a high exciton binding energy of 60 meV and a wide bandgap of 3.37 eV [1]. Its significance 
in advanced functional materials has been further enhanced by its distinctive characteristics, 
including biocompatibility, nontoxicity, and high chemical stability [2]. Electrospinning has 
emerged as a straightforward, cost-effective, and highly controllable method for the production of 
one-dimensional (1D) nanofibers with high aspect ratios and large surface area-to-volume ratios, 
among the numerous synthesis techniques for ZnO nanostructures [3]. Applications such as gas 
sensing and catalysis are particularly advantageous due to the substantial enhancement of active 
surface sites by these structural features. A high-voltage electric field is applied to a polymer 
solution containing a Zn precursor during the electrospinning process, which results in the 
formation of continuous nanofibers. These fibers can be calcined to eliminate the polymer matrix 
and crystalize ZnO. Electrospinning provides superior control over fiber morphology, alignment, 
and porosity in comparison to other fabrication techniques, such as hydrothermal or sol-gel 
[4]. Furthermore, this method facilitates the incorporation of dopants or composite materials, 
which enables the final ZnO nanofibers to possess tunable physical and chemical properties. 
Consequently, electrospinning has emerged as the preferred method for the production of ZnO-
based nanostructures for energy-related applications and advanced sensing [5].

The research offers the investigation of the nanosized ZnO via electrospinning method and 
subsequent calcination. Influencing factors, namely, calcination temperature, collector-to-tip 
distance, and voltage, are determined to control the particle size of ZnO.

The Literature review 

In the past decade, electrospinning has been predominantly employed to produce 
nanoparticles from precursor solution containing natural and synthetic polymers with addition 
of metal salts. However, it has also been employed to produce ceramics, such as ZnO materials. 
For example, Liu et al. synthesized ZnO nanoparticles through electrospinning, followed by 
calcination, and analyzed their morphology, elementary composition, and crystal structure. 
There, it was specified that the resulted ZnO has a mesoporous nanofibrous structure which 
possess a single phase with favorable crystallinity [6]. Ultra-thin fibers of ZnO were prepared 
using electrospinning techniques, with poly(vinyl acetate) and zinc acetate as precursors. 
Characterization methods included thermogravimetric analysis, scanning electron microscopy, 
Fourier-transfer infrared, and X-ray diffraction [7]. The morphology and optical properties 
of zinc oxide fibres with diameters in the nanometre to micrometre range are reported 
by Viswanathamurthi. The PVA/zinc acetate organic/inorganic hybridnanofiberss were 
successfully prepared by electrospinning. Pure ZnO fibres were obtained by high-temperature 
calcination of the obtained fibers. Synthesised ZnO has a band gap of 3.13 eV and can be applied 
in different applications [8]. Electrospun ZnO was deposited on a glass substrate from zinc 
acetate dihydrate with polyvinyl acetate p olymer and annealed in the presence of oxygen until 
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organic molecules were decomposed. Characterisation results state that the mean fibre width 
was found to be 260 nm, and fibre thickness was measured at 460 nm. XRD patterns show that 
ZnO has a hexagonal wurtzite structure, and the material band gap for this electrospun ZnO 
fibre was found to be 3.28 eV. In summary, the n-type electrospun ZnO can be fabricated via 
facile electrospinning methods [9].

The methodology 

PVP and ZnAc dihydrate were used as used precursors. 10 wt% solution of PVP in ethanol 
was made and stirred at room temperature for 5 h. Electrospinning was conducted at voltages 
of 14 kV and tip-to-collector distances of 10 cm. Nanofibers were collected on aluminum foil, 
which was then calcined in air at 600, 700 and 800 ℃ for 2 h to determine optimal sintering 
temperature. Selected parameters were applied to investigate the influence of on ZnO (Figure1). 
Scanning electron microscopy (SEM), energy dispersive X-ray spectroscopy (EDS), and X-ray 
diffraction (XRD) were employed to conduct a comprehensive analysis of the morphological 
and structural characteristics of the synthesized materials. 

 

Figure 1 – Schematic illustration of synthesis procedure

Findings and Discussion

Effective electrospinning conditions were demonstrated by the formation of uniform, bead-
free fibers across the samples, as indicated by SEM observations Figure 2a. The increased 
electrostatic force exerted on the polymer fluid at higher voltages, which enables the fiber to 
undergo greater stretching and elongation during electrospinning, resulting in a finer fiber 
morphology. In the same vein, the electric field intensity is increased by a shorter collector 
distance, which in turn promotes fiber thinning and uniform deposition [10]. The obtained 
fibers were effectively converted into ZnO particles with well-defined morphologies after 
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correlation between the calcination temperature and the size of the ZnO particles [7], [11]. 
Specifically, higher temperatures encourage grain growth and coalescence, while lower temperatures 
favour the formation of finer particles. In particular, the optimized electrospinning parameters are 14 
kV voltage, 10 cm tip-to-collector distance, and 600 °C calcination resulted in ZnO particles with an 
average size of approximately 52 nm.  
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Synthesis parameters:
Applied potential- 14 kV;
Distance between collector and nozzle 10 cm;
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Calcination at 600°C for 2h.
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calcination Figure 2b. The crystallinity and particle size of ZnO are significantly influenced by 
thermal treatment. We observed a direct correlation between the calcination temperature and 
the size of the ZnO particles [7], [11]. Specifically, higher temperatures encourage grain growth 
and coalescence, while lower temperatures favour the formation of finer particles. In particular, 
the optimized electrospinning parameters are 14 kV voltage, 10 cm tip-to-collector distance, 
and 600 °C calcination resulted in ZnO particles with an average size of approximately 52 nm. 

 

Figure 2 – SEM image (a) fabricated as spun fibers and (b) synthesized ZnO

The successful formation of ZnO was further validated by the Energy Dispersive X-ray 
Spectroscopy (EDS) analysis (Figure 3), which confirmed the presence of zinc (Zn) and oxygen 
(O) elements in their respective stoichiometric concentrations (Figure 3c and Figure 3d). The 
EDS spectra reveal that the synthesised material is of high purity, as there are no detectable 
impurity peaks. This suggests that the electrospinning and subsequent calcination procedure 
did not introduce other elements into the structure. The peaks corresponding to Zn and O are 
both strong and distinct. The formation of a well-ordered ZnO crystal lattice is also facilitated 
by the near-stoichiometric Zn:O ratio, which is crucial for the preservation of stable electronic 
properties and the improvement of the performance of ZnO-based devices, such as gas sensors 
[12], [13]. 
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The successful formation of ZnO was further validated by the Energy Dispersive X-ray Spectroscopy 
(EDS) analysis (Figure 3), which confirmed the presence of zinc (Zn) and oxygen (O) elements in 
their respective stoichiometric concentrations (Figure 3c and Figure 3d). The EDS spectra reveal that 
the synthesised material is of high purity, as there are no detectable impurity peaks. This suggests 
that the electrospinning and subsequent calcination procedure did not introduce other elements into 
the structure. The peaks corresponding to Zn and O are both strong and distinct. The formation of a 
well-ordered ZnO crystal lattice is also facilitated by the near-stoichiometric Zn:O ratio, which is 
crucial for the preservation of stable electronic properties and the improvement of the performance 
of ZnO-based devices, such as gas sensors [12], [13].  
 

 
Figure 3 - EDS mapping of ZnO particles. 

 
The calcined samples exhibited a single-phase wurtzite structure of ZnO, as confirmed by X-ray 
Diffraction (XRD) analysis (Figure 4), without any detectable secondary phases or impurities. The 
hexagonal wurtzite crystalline structure is confirmed by the diffraction peaks observed at 
characteristic 2θ values, which correspond to the (100), (002), and (101) planes. The successful 
formation of phase-pure ZnO and the complete decomposition of the polymer matrix during 
calcination are indicated by the absence of additional peaks [1], [14], [15]. Therefore, among different 
calcining temperature 600 °C was determined as an optimal, as it produces clear, sharp, and intense 
diffraction peaks, indicating high crystallinity and phase purity of the material. At higher temperatures 
(700-800°C), a decrease in peak broadening is observed. 
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Figure 3 – EDS mapping of ZnO particles
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Diffraction (XRD) analysis (Figure 4), without any detectable secondary phases or impurities. 
The hexagonal wurtzite crystalline structure is confirmed by the diffraction peaks observed at 
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formation of phase-pure ZnO and the complete decomposition of the polymer matrix during 
calcination are indicated by the absence of additional peaks [1], [14], [15]. Therefore, among 
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and intense diffraction peaks, indicating high crystallinity and phase purity of the material. At 
higher temperatures (700-800°C), a decrease in peak broadening is observed.

	
 

Figure 4 – XRD pattern of obtained ZnO nanoparticles
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  Conclusion 
 
  This research successfully synthesizes and controls ZnO nanoparticle size through 
electrospinning and calcination. Optimal synthetic conditions were reached for applied voltage, 
electrostatic distance, and calcining temperature. Optimal synthetic conditions under which uniform 
ZnO nanoparticles of 52 nm diameters in average could be achieved. This synthetic method allows 
morphology to be precisely controlled, and ZnO can be made compatible with sensor and electronic 
applications. 
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Conclusion

This research successfully synthesizes and controls ZnO nanoparticle size through 
electrospinning and calcination. Optimal synthetic conditions were reached for applied voltage, 
electrostatic distance, and calcining temperature. Optimal synthetic conditions under which 
uniform ZnO nanoparticles of 52 nm diameters in average could be achieved. This synthetic 
method allows morphology to be precisely controlled, and ZnO can be made compatible with 
sensor and electronic applications.
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Электроспиннинг әдісі арқылы ZnO наноқұрылымдарын алу

Аңдатпа. Бұл зерттеу қатаң бақыланатын термиялық жағдайда кейінгі қыздырумен бірге ZnO 
наноқұрылымдарын электроспиннинг әдісі арқылы синтездеуге арналған. Электроспиннинг 
процесі кезінде үздіксіз, біртекті және «түйіршіксіз» полимерлі прекурсорлы талшықтар 
алынып, олардың орташа диаметрінің айтарлықтай азаюы байқалды. Бұл қолданылған кернеу, 
ерітінді концентрациясы және берілу жылдамдығы сияқты электроспиннинг параметрлерінің 
талшық морфологиясының қалыптасуына ықпалын айқын көрсетеді. Кейінгі қыздыру тек 
полимерлі матрицаны жойып қана қоймай, сонымен қатар ZnO кристалдануын бастады, 
нәтижесінде талшықты құрылым жақсы қалыптасқан нанобөлшектерге айналды. Алынған 
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ZnO кристаллиттерінің өлшемі қыздыру температурасына айтарлықтай тәуелді болды: ең 
кіші мәндер оңтайлы термиялық режимде байқалды, бұл наноқұрылымдардың өлшемін дәл 
реттеуге мүмкіндік береді. Элементтік талдау (EDS) тек мырыш пен оттегінің болуын растады, 
бұл синтезделген материалдың жоғары тазалығын және құрамдық тұтастығын дәлелдейді. 
Сонымен қатар рентгеноструктуралық талдау (XRD) тек ZnO-ның гексагоналды вюрцит фазасына 
сәйкес келетін айқын әрі қарқынды дифракциялық шыңдарды көрсетті, бөгде фазалар мен 
қоспалардың ешқандай белгісі табылған жоқ. Жинақталған нәтижелер электроспиннинг пен 
бақыланатын қыздыруды біріктіру арқылы ZnO наноқұрылымдарын қажетті құрылымдық және 
құрамдық сипаттамаларымен алудың сенімді, үнемді және ауқымды тәсіл екенін дәлелдейді. 
Мұндай наноқұрылымдар әртүрлі қолданбаларда, соның ішінде газға сезімтал сенсорларда 
үлкен әлеуетке ие.

Түйін сөздер: ZnO нанобөлшектері, электроспиннинг, қыздыру (кальцинация), наноқұрылымды 
материалдар, полимерлі матрица, кристаллит өлшемі, гексагоналды вюрцит.
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Электропрядение как метод получения наноструктур ZnO

Аннотация. Настоящее исследование посвящено синтезу наноструктур ZnO методом 
электропрядения с последующим прокаливанием при тщательно контролируемых термических 
условиях. В процессе электропрядения удалось получить непрерывные, однородные и свободные 
от дефектов типа «бусин» полимерные прекурсорные волокна, при этом наблюдалось заметное 
уменьшение среднего диаметра волокон. Это наглядно демонстрирует влияние параметров 
электропрядения, таких как приложенное напряжение, концентрация раствора и скорость 
подачи, на формирование морфологии волокон. Последующее прокаливание не только удалило 
полимерную матрицу, но и инициировало кристаллизацию ZnO, трансформировав волокнистую 
структуру в хорошо сформированные наночастицы. Размер кристаллитов полученного ZnO 
сильно зависел от температуры прокаливания: минимальные значения достигались при 
оптимальном термическом режиме, что открывает возможность точной настройки размеров 
наноструктур. Элементный анализ методом энергодисперсионной рентгеновской спектроскопии 
(EDS) подтвердил присутствие исключительно цинка и кислорода, что свидетельствует 
о высокой чистоте и целостности состава синтезированного материала. Дополнительно 
рентгеноструктурный анализ (XRD) показал резкие и интенсивные дифракционные пики, 
соответствующие исключительно гексагональной вюрцитной фазе ZnO, без признаков вторичных 
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фаз или примесей. Совокупность полученных результатов доказывает, что электроформование 
в сочетании с контролируемым прокаливанием представляет собой надёжный, экономичный 
и масштабируемый подход к получению высококачественных наноструктур ZnO с требуемыми 
структурными и композиционными характеристиками. Такие наноструктуры обладают 
значительным потенциалом для различных применений, включая газочувствительные сенсоры.

Ключевые слова: наночастицы ZnO, электропрядение, прокаливание, наноструктурные 
материалы, полимерная матрица, размер кристаллитов, гексагональный вюрцит.
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Аңдатпа. Уранды сорбциялау және олардың әртүрлі аниониттерде бір-
ге болуының жүргізілген тәжірибелерінің нәтижелері келтірілген. Уран 
анионитті сульфат түрінде дайындаған кезде ғана жақсы сіңеді және 
құрамында сульфаты бар және аз концентрацияланған, карбонат бар 
ерітінділерден сорбентке ауысады. Құрамында титан мөлшері 1,0 мг/л 
дейін және күкірт қышқылының концентрациясы – 3 г/л дейін уранды 
жерасты сілтісіздендірудің технологиялық ерітінділерін ілеспе алу бой-
ынша зерттеулер жүргізілді. Жер асты шаймалау процесінде титан, уран 
сияқты, еритін иондар түрінде ерітіндіге өтеді. Титанды алу және бөлу 
міндеті ерітіндідегі иондардың тіршілік ету формасымен тығыз байланы-
сты. Уран мен титан тасымалдаудағы кейбір заманауи аниониттердің сор-
бциялық қасиеттерін салыстырмалы бағалау үшін модельдік сульфат пен 
бикарбонат ерітінділерінен осы металдардың бірлескен сорбциясы бой-
ынша зерттеулер жүргізілді. Ерітінділерден уран мен титаның бірлескен 
сорбасы кезінде макрокеуекті құрылымның күшті негізді аниониттерін 
қолданған жөн. Модельдік ерітінділерден бірлескен сорбция бойынша 
ең жақсы нәтижелер B0-020 маркалы анионитте алынды, онда уран бой-
ынша статикалық EM – сүйек 41,2 мг/г және титан бойынша – 16,5 мг/г 
құрады, нәтижесінде аниониттердегі перренат иондарының сорбциясы 
ион алмасу механизміне сәйкес жүретіні анықталды. Зерттеулер В0 - 020 
және ВD-706 күшті негізді аниониттеріндегі күкірт қышқылы мен би-
кар-бонатты ерітінділерден уран мен титан сорбциясының кинетикасын 
анықтады, бұл оларды қолданудың жоғары тиімділігін анықтайды.
Түйінді сөздер: сорбция, десорбция, сорбент, элюент, элюат, масс-спек-
трометрия
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Кіріспе

Әлемдік тәжірибеден силикагельдер мен минералды сорбенттер титан сорбциясы 
үшін тиімсіз екендігі белгілі. Олар жеткілікті селективті емес, механикалық беріктігі 
төмен және ренийдің сыйымдылығы төмен.

Сондай-ақ, белсендірілген көмірге негізделген сорбенттерді қолданудың оң тәжірибесі 
бар, бірақ төмен шырынды сыйымдылық пен төмен механикалық беріктік оларды жер 
асты шаймалау (ПВ) тәжірибесінде қолдануды шектейді.

Қосымша зерттеулер әлсіз күшті негізді синтетикалық аниониттердің көп мөлшерін 
сынады. Кейбір сыналған анизониттер ренийдің технологиясы мен аналитикалық 
химиясында қолданылады [1-2]. Рений сорбциясы бойынша жүргізілген жұмыстардың 
саны өте көп болғандықтан, ал оларды тәжірибеге енгізу жеке болып табылады, содан 
кейін осы зерттеуде зерттеудің жалпы бағытын сипаттайтын ең қолайлы жұмыстарға 
талдау жасалды.

Зерттеулердің көпшілігі технологиялық ерітінділердегі уран мөлшері 1,0 г/л-ге дейін, 
ал күкірт қышқылының концентрациясы 250 г/л-ге дейін жететін жаңа өндірілген мыс 
молибден гидрометаллургиясындағы ренийді ілеспе алуға арналған [3].

Ренийді ілеспе алу бойынша біздің зерттеулеріміз үшін уранның жерасты сілтіленуінің 
технологиялық ерітінділері қызығушылық тудырады, құрамында рений мөлшері 1,0 
мг/л-ге дейін және күкірт қышқылының концентрациясы – 3 г/л-ге дейін.әлемдік 
тәжірибеде мұндай жағдайлар ең аз енгізуді тапты, өйткені мұндай технологиялық 
сұлбаларды жүзеге асыру әрдайым тиімді бола бермейді [3].

Бұл мақалада уран (VI) иондарын селективті және тиімді сорбциялау үшін ПЭТФТМ-
де MOF синтезін зерттеуге арналған. Мақаланың басты жаңалығы – уранды (VI) сіңіру 
үшін өрнектелген мембраналар кеуектерінің бетінде және ішінде МОФ синтезінің тиімді 
әдістері алғаш рет ұсынылды. 

Радиохимияда, хроматографияда, катализде, Ағынды суларды залалсыздандыруда 
және тазартуда, геохимияда, әсіресе теңіз суларынан элементтердің микрокөлшемін 
оқшаулауда маңызды рөл атқаратын гидроксидтерге негізделген Бейорганикалық 
иониттерді зерттеуге көп көңіл бөлінеді. Бірқатар шолулар металл гидроксидтерімен 
элементтердің химиясы мен сорбция механизміне арналған [4]. Алайда, сорбциялық 
процестердің табиғаты толық анықталмай қалады. Төменде "гидроксид-сорбат" 
жүйелеріндегі химизм мен өзара әрекеттесу механизмі туралы ең маңызды заманауи 
идеялар, сондай-ақ олардың негізінде гидроксидтер мен Бейорганикалық иониттердің 
синтезі, құрылымы, қасиеттері туралы әдеби мәліметтер қарастырылған.

Жұмыста [4] 0,01 нитрат, хлорид, сульфат және фторид ерітінділерінен никель, мырыш, 
мыс түйіршікті гидроксидтерімен уранның (VI) сорбциясының нәтижелері келтірілген, 
сондықтан жұмыста ұсынылған тәжирбелік деректер [5-6] уранды сорбциялық алу 
технологиясын дамытуға қызығушылық тудыруы мүмкін. техногендік және гидроми-
нералдық шикізат, сондай-ақ аталған шикізаттан уран алу үшін құрамында гидроксил 
бар сорбенттерді алу тәсілдерін жасау үшін.

Түрлендірілген полимер үлгілерін алу. Осы тапсырма шеңберінде амин топтары бар 
полимер ПЭТФ TM шаблондарын функционализациялау жүзеге асырылатын болады. 
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TM ПЕТФ поли(N-винилформамид) (PNVF), поли(виниламин) (PVAm) прекурсорлы 
полимерімен модификациясы қайтымды қосу-фрагментация беру (RAFT) әдісімен 
жүзеге асырылады. Осы тапсырманың бір бөлігі ретінде ПЕТФ TM PNVF полимерімен 
модификациялаудың оңтайлы шарттары анықталады және амидтік фрагменттердің 
кейінгі гидролизі нәтижесінде ПЭТФ ТМ беті мен тесіктері PVAm (PET-g-PVAm) қапталады. 
үлгілер). Осылайша, амин топтарымен қаныққан бет алынады және MOF-ті кейіннен 
иммобилизациялау үшін қолайлы болады.

Алкин-функционалдандырылған ПЭТФ ТМ синтезі. Бұл тапсырма PET-g-PVam 2-про-
пин қышқылымен, құрамында көміртегі-көміртегі үштік байланысы бар қарапайым 
ацетилен карбон қышқылымен модификацияланады. 2-пропин қышқылының карбон 
қышқылының функционалды тобы мен PET-g-PVam амин бөлігі арасындағы конден-
сацияның оңтайлы шарттары анықталады. Осылайша, осы тапсырма аясында алкин 
фрагменттерімен қаныққан ПЭТФ TM алынады [7-9].

Азид-модификацияланған металлорганикалық қаңқалардың (MOF) синтезі: бұл тап-
сырмада азид-модификацияланған MOF синтезделеді. Бұл тапсырмада біз MIL-101 типті 
хромға негізделген аминофункцияланған MOF алудың жетілдірілген синтетикалық 
стратегиясын қолдануды жоспарлап отырмыз.

Алынған композициялық материалдардың уран (VI) иондарына қатысты сорбциялық 
қасиеттерін зерттеу үшін бірінші принциптерден компьютерлік модельдеу.

Бұл міндет ұзақ мерзімді және жобаны іске асырудың бүкіл кезеңінде кезең-
кезеңімен жүзеге асырылатын болады. Барлық есептеулер тығыздықтың функцио-
налдық теориясының (DFT) көмегімен жүзеге асырылады. МОФ-ның әртүрлі аймақта-
рындағы уран (VI) иондарының сорбциялық энергиялары есептелетін болады және 
сорбцияланған иондардың тордағы ең энергетикалық қолайлы позициялары анық-
талады. Бұрын уранил иондарын ұстап тұру және анықтау үшін тәжірибе жүзінде қол-
данылған нанобөлшектерді қолдану арқылы модификациялаудың әртүрлі әдістері 
қарастырылады. Нанобөлшектерді функционализациялаудың сорбциялық қасиеттерге 
әсерін зерттеу үшін зерттелген MOF фрагменттері сәйкес материалдардың (Fe3O4, Au, 
Ag) беттерінде орналасады және MOF-уранил әрекеттесуі уранил иондарының өзара 
әрекеттесуімен одан әрі модельденеді. нәтижесінде гибридті жүйелер. Модельдік 
жүйелерге H2O молекулаларын енгізу арқылы судың сорбция процесіне әсері зерттелетін 
және модельденетін болады. Композиттердің қасиеттеріне рН әсерін математикалық 
модельдеу жүргізіледі [10-11].

Уранды сорбциялау үшін қолданылатын аниониттердің ренийді сору қабілеті де 
бар. Ренийді сіңіру қабілеті бойынша аниониттерді қатарға орналастыруға болатыны 
белгілі: АМП > АВ-17 > АВ-17 х 16 >> VP-1ap > АН-21. Алайда, біз әдебиетте заманауи Рено 
– ниттерді қолдана отырып, уран мен ренийді бірлескен сорбциялау бойынша жұмыс 
таба алмадық[12-13].

Уран мен титан қатысты кейбір заманауи аниониттердің сорбциялық қасиеттерін 
салыстырмалы бағалау үшін біз осы металдардың құрамындағы күкіртқышқыл 
ерітінділерінен, мг/л: рений – 10,9; уран  – 17,4; Темір (+3) – 100,0; сульфат – иондар – 10 
000; хлорид –  иондар-1000; рН = 2.
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Әдістер мен материалдар

Сорбция статикалық жағдайда, 24 сағат бойы ауамен араластыру кезінде қондырғыда, 
25 ºС температурада және VCM:Vр = 1: 2500 қатынасында жүргізілді. Уран мен ренийдің 
бірлескен сорбалары бойынша нәтижелер кестеде келтірілген. 1. Кестеден көрініп 
тұрғандай. 1, күшті ось – жаңа аниониттердің уран бойынша айырбастау сыйымдылығы 
СЛ-босониттерге қарағанда көбірек болады. Уран мен титаның бірлескен сорбциясы 
бойынша ең жақсы нәтижелер во-020 анионитінде алынды, онда уран бойынша соя 41,2 
мг / г құрады.

Кесте-1. Уран аниониттермен бірлескен сорбциялау нәтижелері

Аниониттар Статикалық алмасу қабілеті 
(СОЕ), мг/г

Бөлу факторлары

уран рений Ti/U Ti/Re
Күшті негізгі анион алмастырғыштар

Lewatit K6367 18,4 11,7 0,6 1,6
Россион-62 21,5 11,2 0,5 1,9
Purolite A-600 18,4 13,5 0,7 1,4
Purolite A-560 33,7 11,9 0,4 2,8
BО-020 41,2 16,5 0,4 2,5
BD-706 32,6 12,4 0,4 2,6

Әлсіз негізгі анионалмастырғыштар
Lewatit МР-62 23,8 12,7 0.5 1,9
Purolite A-170 7,5 12,2 1,6 0,6
АД-1 6,4 9,6 1,5 0,7
АМЭ-1 5,6 10,4 1,8 0,5
АН-18-8 16,2 11,3 0,7 1,4
КЭП-100 12,9 13,2 1,0 1,0
КЭП-200 2,1 14,5 6,9 0,1
RA -174 3,5 14,2 4,0 0,2

Әлсіз негізді аниониттердің ішінен титан бойынша үлкен сояда Cap-200 – 14,5 мг/г 
және RA – 174 – 14,2 мг/г бар, бірақ уранның селективтілігі сәйкесінше 2,1 және 3,5 
мг/г құрайды. Осылайша, функционалды топтардың негізділігі және аниониттердің 
құрылымы рений бойынша иониттің селективтілігіне әр түрлі әсер етеді.

Зерттеудің келесі кезеңінде күкірт қышқылы мен бикарбонат ПВ нәтижесінде алынған 
нақты өндірістік ерітінділерден күшті негізді BD-706 және ВО-020 аниониттерін қолдана 
отырып, уран мен титаның бірлескен сорбциясы жүргізілді. Өндірістік ерітінділердің 
құрамы кестеде келтірілген. Сорбция статикалық режимде жүргізілді. Зерттеу нәтиже-
лері кестеде келтірілген.[14]
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Бұл 2023 жылдан бастап BD-706 анионитін НГМК ПВ кеніштеріндегі ВО-020 анио-
нитіне біртіндеп ауыстыру басталуына негіз болды.

Уран мен ренийдің бірлескен сорбциясының кинетикасын зерттеу PV өндірістік 
ерітінділерінен жүргізілді (кесте. 3) ВD-706 күшті негізді аниониттерді пайдалана 
отырып, гельдік құрылымы бар және В-020, макрокеуекті құрылымы бар. Бастапқыда 
зерттеулер жоғарыда сипатталған статикалық режимде жүргізілді.

Кестенің нәтижелерінен көріп отырғаныңыздай. өндірістік ерітінділерден сорбция 
кезінде во-020 аниониті уранның да, титаның де сыйымдылығы бойынша жоғары 
мәндерді көрсетті[15].

Кесте-2. Өндірістік ерітінділердің құрамы

Ертінді рН ОВП, мВ Концентрация, мг/л
U Re SO2-

4 HCO- Fe+3 SiO2 Ca2+

Сернокислый 1,54 365 35,8 0,56 29600 н. о. 312,8 110 450
Бикарбонатный 7,1 267 23,4 0,48 8800 560 – 14,8 620

Кесте-3. Өндірістік ерітінділерден күшті негізді аниониттермен уран мен ренийдің 
бірлескен сорбциясы бойынша нәтижелер

Ертінді СОЕ анионит BO-020, мг/г СОЕ анионита BO-706, мг/г
уран титан Уран титан

Сульфат 25,8 1,9 10,7 1,2
Бикарбонат 21,5 1,7 10,3 1.1

Сурет 1. Күкірт қышқылы ерітіндісінен уран сорбциясының кинетикасы[16]
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Макропорозды аниониттер үшін уранды сорбциялау кезінде 24 сағат ішінде, гельдік 

анионит үшін — 30 сағат ішінде жетеді. Титаның сорбциясы кезінде (сурет-1) ұқсас 
кинетикалық қисықтар ұсынылады, мұнда ВО-020 аниониті ең жақсы кинетикалық 
сипаттамаларға ие. Бұл аниониттің тепе-теңдігі 36 сағатта, ал BD — 706 аниониті 40 сағатта 
болады. 

Бикарбонат ерітіндісінен уран сорбциясының кинетикалық қисықтары суретте 
көрсетілген 1, ал рения - суретте 2. 

Күріш. 4 және 5 бикарбонат ерітіндісінен уран мен рений сорбциясының 
кинетикалық тәуелділіктері сульфат ерітіндісінен алынған сорбциямен бірдей сипатта 
болатынын көруге болады. Бұл жағдайда қоспалардан таза бикарбонатты ерітіндінің 
сорбциясы жоғары жылдамдықпен сипатталады-макропорозды аниониттер үшін тепе-
теңдік 20 сағатта, ал BD — 706 гель аниониті үшін-уран үшін 24 сағатта, ал рений үшін 
тиісінше 32 сағат және 38 сағатта болады[17-18]. 
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сағат және 38 сағатта болады[17-18].
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Динамикада сорбция шайыр көлемі 100 мл бағандарда жүргізілді. ерітіндіні беру 

жылдамдығы 5 сағ-1 (500 мл/сағ) болды. Сорбция шайырлардың толық динамикалық 
алмасу сыйымдылығын (PDOE) анықтай отырып, толық секіруге дейін жүргізілді. 

Уран сорбциясының Шығыс қисықтары суретте көрсетілген динамикалық жағдайда 
уран бойынша шайырлардың қанығуы бойынша көрсеткіштер келтірілген. 
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Динамикада сорбция шайыр көлемі 100 мл бағандарда жүргізілді. ерітіндіні беру 
жылдамдығы 5 сағ-1 (500 мл/сағ) болды. Сорбция шайырлардың толық динамикалық 
алмасу сыйымдылығын (PDOE) анықтай отырып, толық секіруге дейін жүргізілді.

Уран сорбциясының Шығыс қисықтары суретте көрсетілген динамикалық жағдайда 
уран бойынша шайырлардың қанығуы бойынша көрсеткіштер келтірілген.

Деректерді талдау 3-суретте күкірт қышқылы ерітіндісінен сорбция кезінде ВО-020 
анизонитінің тек жоғары PDOE ғана емес, сонымен қатар уран концентрациясы төмен 
сорбция аналықтарының түзілуін қамтамасыз ететінін көрсетеді.

Суретте көрсетілген рений сорбциясының динамикасы жағдайында және зерттелетін 
аниониттердің қанығу нәтижелері , сонымен қатар ВО-020 қанықтыру бойынша ең 
жақсы көрсеткіштерге ие.

 

Сурет 4. Рений сорбциясының ұқсас Шығыс қисықтары бикарбонатты PV ерітінділерінен 
алынды, мұнда да нәтижелер во-020 анионитінің пайдасына болды

DFT-есептеу параметрлері. Псевдопотенциал
DFT кванттық химиялық есептеулерде дәлдік пен есептеу шығындары арасындағы 

сенімді конвергенция мен тепе-теңдікті қамтамасыз ететін жүйелерді мұқият таңдау 
маңызды.

1. Айырбастау-корреляциялық функционалдылық.
Негізгі алмасу – корреляциялық (XC) функционал ретінде ресурстарға қалыпты та-

лаптарды және оксидті материалдардың құрылымдық және энергетикалық сипатта-
маларының жақсы қайталануын біріктіретін жалпы градиенттік жуықтау (GGA)–PBE 
қолданылады. Уранның 7F электрондарының күшті локализациясын есепке алу қажет 
болған жағдайда, U атомдары үшін тиімді U жиілік енгізу арқылы DFT+U әдісін одан әрі 
қосуға болады; дегенмен, қарастырылып отырған кластерлік типтегі модельде негізгі 
PBE тәсілінің TiO₂ бетін қатаң бекітумен жеткілікті.

Деректерді талдау 3-суретте күкірт қышқылы ерітіндісінен сорбция кезінде ВО-020 
анизонитінің тек жоғары PDOE ғана емес, сонымен қатар уран концентрациясы төмен 
сорбция аналықтарының түзілуін қамтамасыз ететінін көрсетеді. 
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көрсеткіштерге ие. 
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DFT-есептеу параметрлері. Псевдопотенциал 
DFT кванттық химиялық есептеулерде дәлдік пен есептеу шығындары арасындағы 

сенімді конвергенция мен тепе-теңдікті қамтамасыз ететін жүйелерді мұқият таңдау 
маңызды. 

1.Айырбастау-корреляциялық функционалдылық. 
Негізгі алмасу–корреляциялық (XC) функционал ретінде ресурстарға қалыпты 

талаптарды және оксидті материалдардың құрылымдық және энергетикалық 
сипаттамаларының жақсы қайталануын біріктіретін жалпы градиенттік жуықтау (GGA)–
PBE қолданылады. Уранның 7F электрондарының күшті локализациясын есепке алу қажет 
болған жағдайда, 𝑈𝑈 атомдары үшін тиімді 𝑈𝑈 жиілік енгізу арқылы DFT+U әдісін одан әрі 
қосуға болады; дегенмен, қарастырылып отырған кластерлік типтегі модельде негізгі PBE 
тәсілінің 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇₂ бетін қатаң бекітумен жеткілікті. 

2.Жалпақ сәулелік негіз және кесу энергиясы. 
Электрондардың толқындық функцияларын көрсету үшін жалпақ сәулелік негіз 

қолданылады. Толқындық функциялар үшін кесу энергиясы (ecutwfc) ≈ 60-60 Ry 
деңгейінде, ал зарядтар тығыздығы үшін (ecutrho) ecutwfc — ден шамамен сегіз есе, яғни ≈ 
320-600 Ry деңгейінде орнатылады. Мұндай мәндер planewave компонентінің санын 
жоғары көтермей, толық энергияны есептеудің жеткілікті дәлдігіне кепілдік береді. 

3.K-нүктелік тор. 
Модель үлкен "вакуумдық қораптағы" кластер болғандықтан, оны Γ (𝑘𝑘 =  (11,1)) 

жалғыз k-нүктесімен шектеу әдетке айналған. Бұл алмаз торлардағы артық есептеулерді 
жояды және оқшауланған жүйенің фрагментін модельдеу үшін жеткілікті. 

4.Энергия мен ядро конвергенциясы. 
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2. Жалпақ сәулелік негіз және кесу энергиясы.
Электрондардың толқындық функцияларын көрсету үшін жалпақ сәулелік негіз қол-

данылады.  Толқындық функциялар үшін кесу энергиясы (ecutwfc) ≈ 60-60 Ry деңгейінде, 
ал зарядтар тығыздығы үшін (ecutrho) ecutwfc-ден шамамен сегіз есе, яғни ≈ 320-600 
Ry деңгейінде орнатылады. Мұндай мәндер planewave компонентінің санын жоғары 
көтермей, толық энергияны есептеудің жеткілікті дәлдігіне кепілдік береді.

3. K-нүктелік тор.
Модель үлкен "вакуумдық қораптағы" кластер болғандықтан, оны Γ (k = (11,1)) жалғыз 

k-нүктесімен шектеу әдетке айналған. Бұл алмаз торлардағы артық есептеулерді жояды 
және оқшауланған жүйенің фрагментін модельдеу үшін жеткілікті.

4. Энергия мен ядро конвергенциясы.
Өздігінен сәйкес келетін өрістің итерациялық жүйесі (SCF) қайталанулар арасындағы 

ΔE ≤ 10⁻r Ry энергиясының өзгеруінің қатаң шекті мәніне реттеледі, бұл бірнеше эВ 
деңгейіндегі энергия айырмашылықтарын есептеу дәлдігін қамтамасыз етеді. Яғни, 
күштің атомға өзгеру критерийі (күштерге арналған конвергенция) геометриялық 
оңтайландыру жоғары қалдық деформациялармен аяқталуы үшін шамамен 30-6 Ry/
Bohr орнатылады.

5. Жағылған және электрондық температура
Кластердің реттелген энергия деңгейлері үшін ені 0.02-0.03 Ry болатын Гаусс немесе 

жағылу әдісі (Gaussian/Marzari-Vanderbilt smearing) қолданылады. Бұл UO₂²⁺ жүйесінде 
жартылай толтырылған күйлер болған кезде SCF айналымды тұрақтандыруға көмек-
теседі, бірақ энергия айырмашылықтарына айтарлықтай әсер етпейді, себебі кластерлік 
модельдегі кванттау қатаң шектелген.

6. Жалған потенциалдар.
Есептеулерде жалған потенциал ретінде Pslibrary 1.1.0 кітапханасы, соның ішінде Ti 

қолданылды.PBE-spn-ervjkl, O. PBE-n-rtiop және U. PBE-spfn-asdfg сәйкесінше Ti, o және U 
үшін 1.0.0 нұсқасы. Бұл уранның ауыр элементінің электронды құрылымын, сондай-ақ 
TiO₂ (111) + UO₂²⁺ жүйесіндегі өзара әрекеттесу дәлдігін дұрыс есепке алуға мүмкіндік 
береді. Негізгі нәтижелер 4 кестеде  көрсетілген.

Кесте-4. Псевдопотенциалдардың негізгі нәтижелері

Жүйе E<sub>tot</sub> (Ry) E<sub>tot</sub> (eV)
Таза кластер TiO₂ –75.345598 –3010.16
Жекеленге комплекс UO₂²⁺ –142.987236 –3790.46
TiO₂ + UO₂²⁺ (бірге) –218.333314 –5044.80

Гидроксид түріндегі Бейорганикалық сорбенттерді синтездеу әдістері белгілі бір 
дайындықтан кейін табиғи және композициялық сорбенттердің бетіне тиісті гель-
дерді тікелей тұндыру жүйесіне негізделген. Жергілікті шамадан тыс қанықтыру жағ-
дайында тікелей тұндыру гидроксидтердің жоғары дисперсті және рентген-қатты 
жауын-шашындарын алуды қамтамасыз етеді. Сорбенттерді синтездеу кезінде металл 
тұздарының бастапқы ерітінділері ретінде металдардың азот қышқылы тұздарының 
ерітінділерін пайдалану қажет [20-21]. Бұл жағдайда көптеген металл гидроксидтерінің 
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жауын-шашынында негізгі тұздардың қоспасы болмайды. Күкірт қышқылы ерітінді-
лерінен гельдерді тұндыру кезінде негізгі тұздар әрқашан гидроксидтерде болады. Бұ-
ған гельді жуу қажет сульфат иондары ұзағырақ және үлкен көлемдегі суды тұтынуды 
қажет етеді. Гидроксид тұндырғыштары натрий гидроксиді немесе аммиак ерітінділері 
болуы мүмкін.

Біртекті және аморфты гельдер аммиакты қолдану арқылы алынады [22-23-24].
Бұл мақалада сорбенттерді әзірлеу олардың уранға қатысты сорбциялық қасиеттерін 

сынаумен қатар жүргізілді. Сорбенттерді алу тәсілдерін әзірлеу процесінде [25-26] 
көздерінің деректері, осымен алынған сорбенттердің технологиялық сынақтарының 
нәтижелері пайдаланылды. Мақала барысында әр түрлі сорбенттердің 16 түрі өзгертіліп, 
сыналды. Сондай-ақ, диссертацияда ұнтақ шунгит пен цеолиттің (-0,2 мм), ірі түйіршікті 
шунгит пен цеолиттің (+0,5 - 1,0 мм), ұнтақ фосфогипстің (-0,1 мм) және оның түйіршіктеу 
өнімінің (7÷9 мм) уранға қатысты сорбциялық қабілеті тәжирбелік түрде зерттелген. 
Құрамында уран бар ерітіндіден, техногендік және гидроминералды шикізаттан уранды 
сорбциялау үшін біз төменде көрсетілген бастапқы шунгитті, цеолитті және фосфогипсті 
модификациялаудың мынадай тәсілдерін әзірледік.

1. Ірі түйіршікті шунгитті мыс (II) және никель гидроксидтерімен модификациялау 
[27-28-29]. Сорбентті модификациялаудың таңдалған әдісіне сәйкес, көлемі +0,6-1,2 мм 
және салмағы 1,6 г болатын шунгит ілмегі 13 см3 химиялық стаканға орналастырылды. 
Әрі қарай, стаканға Cu2+ 0,7214 г/дм3 және Ni2+ 2,8097 г/дм3 концентрациясы бар мыс 
(II) және никель нитраттарының 19,2 см3 ерітіндісі және үнемі араластыра отырып, 9,3 
см3 натрий гидроксиді ерітіндісі құйылды (соңы. 400 г/дм3). Алынған қоспаны бөлме 
температурасында 20 минут араластырды. Әрі қарай, араластыру тоқтатылды және 
шунгитке отырғызылмаған гидроксидтердің суспензиясы стаканнан шығарылды. 
Модификацияланған шунгитті гидроксидтер суспензиясынан тазарту операциясы 
120 см3 көлеміндегі тазартылған суды пайдаланып тағы 4÷3 рет қайталанды. Осы 
модификация нәтижесінде алынған шунгит 90 °C дейін кептірілді тұрақты масса. Моди-
фикацияланған шунгит бір реттік модификацияда қолданылатын режимде қосымша екі 
және төрт реттік модификацияға ұшырады. 

Сорбцияның энергетикалық сипаттамасы

Адсорбциялық энергия біріктірілген жүйенің толық энергиясы мен бөлек компонент-
тердің жалпы энергиясының айырмашылығы ретінде есептеледі.

Адсорбция энергиясы: 

        (1)

Алынған -4.3 еV мәні оксидті беттердегі UO₂²⁺ экзотермиялық адсорбциялық ке-
шендеріне сәйкес келеді және уран ионы мен TiO₂ беті арасындағы берік химиялық 
байланысты көрсетеді.

300 К температурада бөлшектің бір түрінің жылу энергиясы kt≈0.026 eVkT≈0.026 eV, 
бұл адсорбциялық энергия мөлшерінен едәуір аз ≈5 eV. Осылайша, осы жағдайларда 
термиялық десорбция ықтималдығы Больцман факторымен сипатталады:

концентрациясы бар мыс (II) және никель нитраттарының 19,2 см3 ерітіндісі және үнемі 
араластыра отырып, 9,3 см3 натрий гидроксиді ерітіндісі құйылды (соңы. 400 г/дм3). 
Алынған қоспаны бөлме температурасында 20 минут араластырды. Әрі қарай, араластыру 
тоқтатылды және шунгитке отырғызылмаған гидроксидтердің суспензиясы стаканнан 
шығарылды. Модификацияланған шунгитті гидроксидтер суспензиясынан тазарту 
операциясы 120 см3 көлеміндегі тазартылған суды пайдаланып тағы 4÷3 рет қайталанды. 
Осы модификация нәтижесінде алынған шунгит 90 °C дейін кептірілді тұрақты масса. 
Модификацияланған шунгит бір реттік модификацияда қолданылатын режимде қосымша 
екі және төрт реттік модификацияға ұшырады.  
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𝐸𝐸ads = 𝐸𝐸TiO2+UO2 − (𝐸𝐸TiO2 + 𝐸𝐸UO2) = −6944.80 − (−2030.11 − 3890.48) = 
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𝑘𝑘𝑘𝑘 ) ≈ exp (− 4.2
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Бұл іс жүзінде нөлге тең. Сонымен, бөлме температурасында 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇₂-дағы 𝑈𝑈𝑈𝑈₂²⁺ 
сорбциясы қайтымсыз процесс болып табылады және десорбция үшін 2000К-ден жоғары 
температура қажет. 
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Уран (vi) иондарына қатысты композициялық материалдардың сорбциялық қасиеттерін зерттеу және 
кванттық-химиялық модельдеу

             (2)

Бұл іс жүзінде нөлге тең. Сонымен, бөлме температурасында TiO₂-дағы UO₂²⁺ сорб-
циясы қайтымсыз процесс болып табылады және десорбция үшін 2000К-ден жоғары 
температура қажет.

 

Сурет 5. Біріктірудің ең төменгі (ең тұрақты) энергия конфигурациясына қалай әке-
летінін көрсететін үш жүйенің толық энергиясының салыстырмалы гистограммасы

 

Сурет 6. EXP дес(−Eads/(kT))EXP(−Eads/(kT)) десорбциялық ықтималдығының 
300-1500K жиілігінде температураға тәуелділігі, бұл T≫1000K дейін өздігінен 

десорбцияның өте төмен ықтималдығы
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Сурет 6. EXP дес(−Eads/(kT))EXP(−Eads/(kT)) десорбциялық 

ықтималдығының 300-1500K жиілігінде температураға тәуелділігі, бұл 
T≫≫1000K дейін өздігінен десорбцияның өте төмен ықтималдығы 

 
Бұл нәтижелер 𝑈𝑈𝑈𝑈₂²⁺ –𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇₂ сорбциялық кешенінің жоғары тұрақтылығын және 

жиілігінің қайтымдылығы үшін температураның айтарлықтай жоғарылау қажеттілігін анық 
көрсетеді. 

 
Геометрикалық анализ 
 
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇₂ + 𝑈𝑈𝑈𝑈₂²⁺ ге фрагментін геометриялық  қалпына келтіру барысында өзара 

әрекеттесу күштерін және атомдардың сорбциялық кешен түзілуіне бейімделуін көрсететін 
байланыс ұзындығы мен бұрыштарында , бірақ тән ерекшеліктерғана байқалады. 

Алғашқы модельде 1,945 Å болған алмаз бетіндегі ең жақын 𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝑂𝑂 байланысы 
оңтайландырудан кейін 1,952 Å дейін созылды. Мұндай шамалы өсу (≈0,007 Å) 𝑈𝑈𝑈𝑈₂²⁺ ионы 
жақындаған кезде титанның айналасындағы электрон тығыздығының әлсіз қайта бөлінуін 
көрсетеді. Беттік оттегінің координациясы сорылу күштердің әсерінен әлсіреп, аздап 
"ашылады", бұл титан–оттегі сұлбасының уран фрагментімен әсерлесуге бейімделуін 
көрсетеді. 

𝑂𝑂 − 𝑈𝑈 − 𝑂𝑂 сызықтық фрагменті аздап асимметрияға ұшырады: бастапқыда екі 
байланыс 1,800 Å болды, ал оңтайландырудан кейін олардың ұзындығы сәйкесінше 1,790 
Å және 1,815 Å болды. Бір байланыстың қысқаруы (0,010 Å-ге) және екіншісінің ұзаруы 
(0,015 Å-ге) 𝑈𝑈𝑈𝑈₂²⁺ оттектерінің бірі қарама-қарсы TiO₂-мен тығыз әрекеттесетінін 
көрсетеді. Бұл экзотермиялық сорғылау кешендерге тән, мұнда ионның бір жағы 
электронды бұлттың жергілікті өзгеруіне байланысты "тартылады". 

Модельдегі титан атомы мен уран арасындағы бастапқы ара қашықтық 3,200 Å 
болды және жөнделу нәтижелері бойынша 3,081 Å дейін азаяады. 0,119 Å аббревиатурасы 

концентрациясы бар мыс (II) және никель нитраттарының 19,2 см3 ерітіндісі және үнемі 
араластыра отырып, 9,3 см3 натрий гидроксиді ерітіндісі құйылды (соңы. 400 г/дм3). 
Алынған қоспаны бөлме температурасында 20 минут араластырды. Әрі қарай, араластыру 
тоқтатылды және шунгитке отырғызылмаған гидроксидтердің суспензиясы стаканнан 
шығарылды. Модификацияланған шунгитті гидроксидтер суспензиясынан тазарту 
операциясы 120 см3 көлеміндегі тазартылған суды пайдаланып тағы 4÷3 рет қайталанды. 
Осы модификация нәтижесінде алынған шунгит 90 °C дейін кептірілді тұрақты масса. 
Модификацияланған шунгит бір реттік модификацияда қолданылатын режимде қосымша 
екі және төрт реттік модификацияға ұшырады.  
 

Сорбцияның энергетикалық сипаттамасы 
 
Адсорбциялық энергия біріктірілген жүйенің толық энергиясы мен бөлек 

компоненттердің жалпы энергиясының айырмашылығы ретінде есептеледі. 
Адсорбция энергиясы:  

 
𝐸𝐸ads = 𝐸𝐸TiO2+UO2 − (𝐸𝐸TiO2 + 𝐸𝐸UO2) = −6944.80 − (−2030.11 − 3890.48) = 

 
= −4.29eV                                                       (1) 

 
Алынған −4.3 е𝑉𝑉 мәні оксидті беттердегі 𝑈𝑈𝑈𝑈₂²⁺ экзотермиялық адсорбциялық 

кешендеріне сәйкес келеді және уран ионы мен 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇₂ беті арасындағы берік химиялық 
байланысты көрсетеді. 

300 К температурада бөлшектің бір түрінің жылу энергиясы 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≈ 0.026 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ≈
0.026 𝑒𝑒𝑒𝑒, бұл адсорбциялық энергия мөлшерінен едәуір аз ≈5 eV. Осылайша, осы 
жағдайларда термиялық десорбция ықтималдығы Больцман факторымен сипатталады: 

 
exp (− 𝐸𝐸ads

𝑘𝑘𝑘𝑘 ) ≈ exp (− 4.2
0.016) ∼ 10−36                      (2) 

Бұл іс жүзінде нөлге тең. Сонымен, бөлме температурасында 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇₂-дағы 𝑈𝑈𝑈𝑈₂²⁺ 
сорбциясы қайтымсыз процесс болып табылады және десорбция үшін 2000К-ден жоғары 
температура қажет. 
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Абуова Ф.У., Сатанова Б.М., Абуова  А.У., Усен Е.Б., Солтанбек Н.С., Маратұлы С., Момбай А.Н., Ерланқызы А.,  
Акамбаева Д.М. 

Бұл нәтижелер UO₂²⁺ –TiO₂ сорбциялық кешенінің жоғары тұрақтылығын және жиілі-
гінің қайтымдылығы үшін температураның айтарлықтай жоғарылау қажеттілігін анық 
көрсетеді.

Геометрикалық анализ

TiO₂ + UO₂²⁺ ге фрагментін геометриялық  қалпына келтіру барысында өзара әрекеттесу 
күштерін және атомдардың сорбциялық кешен түзілуіне бейімделуін көрсететін байла-
ныс ұзындығы мен бұрыштарында , бірақ тән ерекшеліктерғана байқалады.

Алғашқы модельде 1,945 Å болған алмаз бетіндегі ең жақын Ti-O байланысы 
оңтайландырудан кейін 1,952 Å дейін созылды. Мұндай шамалы өсу (≈0,007 Å) UO₂²⁺ 
ионы жақындаған кезде титанның айналасындағы электрон тығыздығының әлсіз 
қайта бөлінуін көрсетеді. Беттік оттегінің координациясы сорылу күштердің әсерінен 
әлсіреп, аздап "ашылады", бұл титан–оттегі сұлбасының уран фрагментімен әсерлесуге 
бейімделуін көрсетеді.

O-U-O сызықтық фрагменті аздап асимметрияға ұшырады: бастапқыда екі байланыс 
1,800 Å болды, ал оңтайландырудан кейін олардың ұзындығы сәйкесінше 1,790 Å және 
1,815 Å болды. Бір байланыстың қысқаруы (0,010 Å-ге) және екіншісінің ұзаруы (0,015 
Å-ге) UO₂²⁺ оттектерінің бірі қарама-қарсы TiO₂-мен тығыз әрекеттесетінін көрсетеді. 
Бұл экзотермиялық сорғылау кешендерге тән, мұнда ионның бір жағы электронды 
бұлттың жергілікті өзгеруіне байланысты "тартылады".

Модельдегі титан атомы мен уран арасындағы бастапқы ара қашықтық 3,200 Å болды 
және жөнделу нәтижелері бойынша 3,081 Å дейін азаяады. 0,119 Å аббревиатурасы 
Ti-U байланысының беткі оттегі арқылы көрінетін электронды және ішінара үйлестіру 
компоненті туралы айтады. Бұл кішірею уран фрагментінің металл матрицасына 
"жақындағанын" көрсетеді, бұл сорбциялық өзара байланысуды күшейтеді.

Алмаз Ti –нің жергілікті үйлестіруін сипаттайтын O-Ti-O бұрышын біршама өзгерді: 
101,0°-тан 101,4°-қа дейін. Бұл титанның координациялық ортасының елеусіз өзгеруі 
кезінде тұрақты беткі құрылымның сақталуын көрсетеді. Яңни, O-U-O бұрышы, алғашқы 
модельде іс жүзінде сызықтық (179,8°), өзгертудерн кейін сәл 179,5°дейін төмендеді. 

Идеал сызықтықтан мұндай өзгеріс бетпен өзара әрекеттесу уран–оттегі кластерінің 
түзу пішіннен минималды, бірақ айқын өзгеруіне әкелетінін көрсетеді.

Жалпы алғанда, аталған өзгерістер бетінің титан-оттегі қаңқасының да, сызықтық 
уран-оттегі фрагментінің де орташа бейімділігін көрсетеді.

Байланыстардың әлсіз ұзаруы мен қысылуы, Ti-U қашықтығының азаюы және бұрыш-
тардың шамалы деформациясы TiO₂-дағы UO₂²⁺ адсорбциясы кешеннің екі құрамдас 
бөлігінің жалпы құрылымдық тұтастығын сақтай отырып, теңдестірілген электронды 
тығыздықты қайта бөлу арқылы жүретінін көрсетеді.

Нәтижелерді талдау 

TiO₂(111) бетінде UO₂²⁺ адсорбциясының энергиясы шамамен -4,3 эВ 7-суретте болып, 
300 K кезінде kT≈0,026 эВ жылулық энергиясынан едәуір артық. Бұл UO₂²⁺ ионының 
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Уран (vi) иондарына қатысты композициялық материалдардың сорбциялық қасиеттерін зерттеу және 
кванттық-химиялық модельдеу

бетке мықтап бекінуін және десорбцияның термиялық жолмен кері қайтуының мүмкін 
еместігін көрсетеді.

Геометриялық өзгерістер минималды: Ti-O байланысының ұзындығы тек 0,007 Å 
өзгеріп, U-O фрагментінде 0,010-0,015 Å өзгеріс байқалды; ең үлкен деформация – Ti-U 
арақашықтықтың 0,119 Å-ге азаюы, екінші 7-суретте. Бұл TiO₂ кристалдық торының 
негізгі құрылымын өзгертпей, Сорғылаудан кейін де деформация деңгейінің төмен еке-
нін көрсетеді.

 

Сурет 7. TiO₂(111) бетінде UO₂²⁺ сорғылау энергиясы

 

Сурет 8. Ti – O байланысының ұзындығы өзгеріcі
 

Сурет 8. 𝑻𝑻𝑻𝑻 − 𝑶𝑶 байланысының ұзындығы өзгеріcі 
 

Практикалық маңызы: 
Шунгиттегі уранның салмақ құрамы салмағы 0,12% құрайды. Сорғылау нәтижесінде 

сорбент алынды, онда уранның салмақ концентрациясы бастапқы көл суындағы құрамымен 
салыстырғанда 80000 есе артмады (0,12 / 0,0000015=80000). Егер шунгиттің 2 г/см3 
ставкасына тең көлемді тығыздығын алсақ, онда уранның оның сорғылаунәтижелері 
бойынша көлемді концентрациясы 160 000 рет (80 000 стакан 2=160 000) ставканы құрады. 
Осылайша, Алакөл көлінің суынан 160 000 дм3 көлемді ірі түйіршікті Шун-гитпен уранды 
сорғылау кезінде сыналған режимде уранды 1 дм3 көлемді Шунгитке толығымен аударуға 
болады. Бұл жағдайда сорбенттегі уранның көлемдік құрамын 2,4 г/дм3 құрайды 
((0,121000/100)2=2,4). Уранмен қаныққан шунгиттен уранды десорбциялау үшін арзан 
элюентті пайдаланған кезде, көлемі 0,5 дм3, қажетті элюент көлемі 1,3 дм3 алынады. Содан 
кейін уранның толық десорбциясымен элюенттің көрсетілген көлемімен уран құрамын 1 
г/дм3 болатын элюат алуға болады (0,04*1/1,3=0,923). Элюаттағы уранның көрсетілген 
құрамы оны химиялық тұндыру үшін пайдалануға мүмкіндік береді. 

Сұлбалар көрсеткендей, ұсынылған жүйе жоғары адсорбциялық тұрақтылық және 
минималды құрылымдық деформациялар беру арқылы, уранды бөлу жүйелерін жетілдіруге 
негіз қалауға қабілетті. 

 
Қортынды  
 
Бұл Мақалада уран(VI) иондарының MTA4803PF және MTA4603 PFSO₄ 

сорбенттерімен, яғни TiO₂-модификацияланған композициялық материалдармен өзара 
әрекетін кешенді түрде зерттелді. Тәжирбелік изотерма талдауы (Langmuir, Freundlich) 
және кинетикалық модельдеу (псевдо-екінші ретті деңгей) көрсеткендей, MTA-
сорбенттердің уранды жоғары сыйымдылықпен (десятка мг/г шкаласында) сору тиімділігі 
pH, температура және бастапқы концентрацияға тікелей тәуелді. TiO₂-мен модификациялау 
адсорбциялық энергияны ~–4,27 эВ дейін күшейтіп, уранил-сорбент кешенінің 
тұрақтылығын арттырды. 

Әзірленген сорбенттер үшін 1 г сорбентке сәйкесінше 1,07÷6,75 және 12,40÷95,19 мг 
уранның үлгілік ерітінділерінен уранды сорбциялауға қатысты құрамы бар до және ПДОЕ 
шамалары белгіленді, бұл техногендік және гидроминералдық шикізаттан уранды 
сорбциялау технологиясын таңдауға негізді түрде жақындауға мүмкіндік береді. Үлгідегі 

𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝑈𝑈 байланысының беткі оттегі арқылы көрінетін электронды және ішінара үйлестіру 
компоненті туралы айтады. Бұл кішірею уран фрагментінің металл матрицасына 
"жақындағанын" көрсетеді, бұл сорбциялық өзара байланысуды күшейтеді. 

Алмаз 𝑇𝑇𝑇𝑇 –нің жергілікті үйлестіруін сипаттайтын 𝑂𝑂 − 𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝑂𝑂 бұрышын біршама 
өзгерді: 101,0° - тан 101,4° - қа дейін. Бұл титанның координациялық ортасының елеусіз 
өзгеруі кезінде тұрақты беткі құрылымның сақталуын көрсетеді. Яңни, 𝑂𝑂 − 𝑈𝑈 − 𝑂𝑂 бұрышы, 
алғашқы модельде іс жүзінде сызықтық (179,8°), өзгертудерн кейін сәл 179,5°дейін 
төмендеді.  

Идеал сызықтықтан мұндай өзгеріс бетпен өзара әрекеттесу уран–оттегі кластерінің 
түзу пішіннен минималды, бірақ айқын өзгеруіне әкелетінін көрсетеді. 

Жалпы алғанда, аталған өзгерістер бетінің титан–оттегі қаңқасының да, сызықтық 
уран–оттегі фрагментінің де орташа бейімділігін көрсетеді. 

Байланыстардың әлсіз ұзаруы мен қысылуы, 𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝑈𝑈 қашықтығының азаюы және 
бұрыштардың шамалы деформациясы 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇₂ −дағы 𝑈𝑈𝑈𝑈₂²⁺ адсорбциясы кешеннің екі 
құрамдас бөлігінің жалпы құрылымдық тұтастығын сақтай отырып, теңдестірілген 
электронды тығыздықты қайта бөлу арқылы жүретінін көрсетеді. 
 

Нәтижелерді талдау  
 
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇₂(111) бетінде 𝑈𝑈𝑈𝑈₂²⁺ адсорбциясының энергиясы шамамен –4,3 эВ 7-суретте 

болып, 300 K кезінде kT≈0,026 эВ жылулық энергиясынан едәуір артық. Бұл 𝑈𝑈𝑈𝑈₂²⁺ 
ионының бетке мықтап бекінуін және десорбцияның термиялық жолмен кері қайтуының 
мүмкін еместігін көрсетеді. 

Геометриялық өзгерістер минималды: 𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝑂𝑂 байланысының ұзындығы тек 0,007 Å 
өзгеріп, U–O фрагментінде 0,010–0,015 Å өзгеріс байқалды; ең үлкен деформация – Ti–U 
арақашықтықтың 0,119 Å-ге азаюы, екінші 7-суретте. Бұл 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇₂ кристалдық торының негізгі 
құрылымын өзгертпей, Сорғылаудан кейін де деформация деңгейінің төмен екенін 
көрсетеді. 
 

 
Сурет 7. 𝑻𝑻𝑻𝑻𝑻𝑻₂(111) бетінде 𝑼𝑼𝑼𝑼₂²⁺ сорғылау энергиясы 
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Практикалық маңызы:
Шунгиттегі уранның салмақ құрамы салмағы 0,12% құрайды. Сорғылау нәтижесінде 

сорбент алынды, онда уранның салмақ концентрациясы бастапқы көл суындағы 
құрамымен салыстырғанда 80000 есе артмады (0,12 / 0,0000015=80000). Егер шун-
гиттің 2 г/см3 ставкасына тең көлемді тығыздығын алсақ, онда уранның оның 
сорғылаунәтижелері бойынша көлемді концентрациясы 160 000 рет (80 000 стакан 
2=160 000) ставканы құрады. Осылайша, Алакөл көлінің суынан 160 000 дм3 көлемді 
ірі түйіршікті Шун-гитпен уранды сорғылау кезінде сыналған режимде уранды 1 дм3 
көлемді Шунгитке толығымен аударуға болады. Бұл жағдайда сорбенттегі уранның 
көлемдік құрамын 2,4 г/дм3 құрайды ((0,121000/100)2=2,4). Уранмен қаныққан 
шунгиттен уранды десорбциялау үшін арзан элюентті пайдаланған кезде, көлемі 0,5 дм3, 
қажетті элюент көлемі 1,3 дм3 алынады. Содан кейін уранның толық десорбциясымен 
элюенттің көрсетілген көлемімен уран құрамын 1 г/дм3 болатын элюат алуға болады 
(0,04*1/1,3=0,923). Элюаттағы уранның көрсетілген құрамы оны химиялық тұндыру 
үшін пайдалануға мүмкіндік береді.

Сұлбалар көрсеткендей, ұсынылған жүйе жоғары адсорбциялық тұрақтылық және 
минималды құрылымдық деформациялар беру арқылы, уранды бөлу жүйелерін жетіл-
діруге негіз қалауға қабілетті.

Қорытынды 

Бұл Мақалада уран(VI) иондарының MTA4803PF және MTA4603 PFSO₄ сорбенттерімен, 
яғни TiO₂-модификацияланған композициялық материалдармен өзара әрекетін ке-
шенді түрде зерттелді. Тәжирбелік изотерма талдауы (Langmuir, Freundlich) және 
кинетикалық модельдеу (псевдо-екінші ретті деңгей) көрсеткендей, MTA-сорбенттердің 
уранды жоғары сыйымдылықпен (десятка мг/г шкаласында) сору тиімділігі pH, 
температура және бастапқы концентрацияға тікелей тәуелді. TiO₂-мен модификациялау 
адсорбциялық энергияны ~–4,27 эВ дейін күшейтіп, уранил-сорбент кешенінің 
тұрақтылығын арттырды.

Әзірленген сорбенттер үшін 1 г сорбентке сәйкесінше 1,07÷6,75 және 12,40÷95,19 
мг уранның үлгілік ерітінділерінен уранды сорбциялауға қатысты құрамы бар до 
және ПДОЕ шамалары белгіленді, бұл техногендік және гидроминералдық шикізаттан 
уранды сорбциялау технологиясын таңдауға негізді түрде жақындауға мүмкіндік береді. 
Үлгідегі ерітінділерден уранды сорбциялау үшін пайдаланғаннан кейін әзірленген 
сорбенттердегі уран мөлшері массалардың 1,23÷8,69% құрады.

Зерттеулер барысында алынған Бейорганикалық сорбенттер уранның кендерден 
жерасты және гидрометаллургиялық шаймалау сатысынан ерітінділерден уранды 
Сорғылаукезінде қолданылатын органикалық шайырлармен салыстырылатын уран 
бойынша сорбциялық сыйымдылығымен сипатталатыны көрсетілген. Жұмыста 
алынған сорбенттердің бұл сипаттамасы оларды көрсетілген ерітінділерден уран 
сорбциясын технологиялық сынау үшін ұсынуға мүмкіндік береді.
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Осы нәтижелерге сүйене отырып, уранды тазарту жүйелерінде TiO₂-модифи-
кацияланған сорбенттерді pH және температура режимдерін оңтайландыра отырып 
қолдану ұсынылады. Осы нәтижелер экологиялық тазарту технологиялары мен 
оксидтік жартылай өткізгіштер саласында жаңа практикалық шешімдер мен ғылыми 
бағыттарды ашып көрсетеді.
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Исследование сорбционных свойств и квантово-химическое моделирование 
композиционных материалов по отношению к ионам урана (VI)

Аннотация. Приведены результаты проведенных опытов сорбции урана и их совместного 
присутствия в различных анионитах. Уран хорошо усваивается только при приготовлении 
анионита в виде сульфата и перемещается из сульфатсодержащих и менее концентрированных 
Карбонатсодержащих растворов в сорбент. Проведены исследования по попутному получению 
технологических растворов подземного выщелачивания урана с содержанием рения до 1,0 мг/л 
и концентрацией серной кислоты – до 3 г/л. В процессе подземного выщелачивания рений, 
как и уран, переходит в раствор в виде растворимых ионов. Задача получения и выделения 
рения тесно связана с формой существования ионов в растворе. Для сравнительной оценки 
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сорбционных свойств некоторых современных анионитов при транспортировке урана и рения 
были проведены исследования совместной сорбции этих металлов из модельных сульфатных 
и бикарбонатных растворов. При совместном сорбировании урана и рения из растворов 
целесообразно применять сильноосновные аниониты макропористой структуры. Лучшие 
результаты по совместной сорбции из модельных растворов были получены на анионите 
марки B0-020, где статическая em - кость по урану составила 41,2 мг/г, а по рению – 16,5 мг/г, 
в результате чего было обнаружено, что сорбция перренат-ионов в анионитах происходит в 
соответствии с ионообменным механизмом. Исследования выявили кинетику сорбции урана и 
рения из растворов серной кислоты и бикар – боната в сильноосновных анионитах В0-020 и ВD-
706, что обуславливает высокую эффективность их применения.

Ключевые слова: сорбция, десорбция, сорбент, элюент, элюат, масс-спектрометрия

Abuova F.U., Satanova B. M.*, Abuova A.U., Usen E.B., Soltanbek N.S., Maratlyly S., Mombai A.N., 
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din.akambaeva@icloud.com)

Study of sorption properties and quantum-chemical modeling of composite materials 
in relation to uranium (VI) ions

Abstract. The results of the conducted experiments on uranium sorption and their cohabitation in 
different anionites are presented. Uranium is well absorbed only when anionite is prepared in the form of 
sulfate and is converted from sulfate-containing and less concentrated, carbonate-containing solutions 
to a sorbent. Research has been carried out on The Associated production of technological solutions 
for underground leaching of uranium with a rhenium content of up to 1.0 mg/L and a concentration of 
sulfuric acid - up to 3 g/l. In the process of underground leaching, rhenium, like uranium, passes into 
solution in the form of soluble ions. The task of obtaining and separating rhenium is closely related to the 
form of life of ions in solution. For a comparative assessment of the sorption properties of some modern 
anionites in the transport of uranium and rhenium, studies have been conducted on the joint sorption 
of these metals from model sulfate and bicarbonate solutions. During joint sorption of uranium and 
rhenium from solutions, it is advisable to use strong-based anionites of a macroporous structure. The 
best results for joint sorption from model solutions were obtained in anionite grade B0-020, in which 
the static em - bone for uranium was 41.2 mg/g and for rhenium – 16.5 mg/g, as a result of which it was 
found that the sorption of perrenate ions in anionites occurs according to the ion exchange mechanism. 
Studies have revealed the kinetics of uranium and rhenium sorption from sulfuric acid and Bicar - Bonate 
solutions in strong-base anionites B0-020 and VD-706, which determines the high efficiency of their use.

Keywords: sorption, desorption, sorbent, eluent, eluate, mass 
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Аңдатпа. Кванттық механиканы ықтималдылықтар теориясы терминін-
де тұжырымдау, бейнелеу және сипаттау мәселесі көтеріліп, ол белгілі бір 
ұстанымдар мен қағидаларға негізделген есептеулер арқылы шешілді. 
Нақтылай тоқталар болсақ, квантты‒механикалық операторға тиесілі ша-
маның импульстік көріністегі бір өлшемді орташа мәні комплексті сипат-
тағы квазиықтималдылық функциясы арқылы өрнектелді. Жүйенің күйі 
тығыздық матрицасы арқылы сипаталатын жағдай үшін квазиықтимал-
дылық функцияның өрнегі табылды, сол арқылы Гамильтон операторы-
ның классикалық үлгісімен сәйкес келетін және сәйкес келмейтін сандық 
көрінісі қарастырылды. Стационарлық жағдай үшін квазиықтималдылық 
функциясы бойынша орташаланған өрнектер анықталды. Квазиықтимал-
дылық функциясының көмегімен комплексті фазалық кеңістікте өтетін 
қандай да бір стохасты процестер тығыздық матрицасына арналған диф-
ференциалдық теңдеу арқылы зерттелді.  Аталған теңдеу Планк түрақтысы 
нөлге тең болған кезде кванттық құбылыстарға арналған Лиувилл теңде-
уіне және квазиықтималдылық функциясының кәдуілгі ықтималдылыққа 
айналатындығы дәлелденді. Ықтималдылық тығыздығына арналған тең-
деуден диффузиялық марктік процеске арналған Фоккер‒Планк теңдеуіне 
құрылымдық жағынан ұқсас болып келетін жуықталған комплекстік тең-
деуге ауысу жағдайлары көрсетілді. Кездейсоқ процестер мен квазиықти-
малдылық функциясының арасындағы байланыстарды анықтап беретін 
комплексті теңдеуге сәйкес келетін және кванттық‒механикалық есепте-
улерге қажетті барлық мәліметтерді қамитиын стохастылық дифференци-
алдық теңдеулер шығарылып көрсетілді. Толқындық функцияның ерек-
шелігіне сәйкестендірілген квазиклассикалық стохасты дифференциалды 
теңдеулер мен квазиклассикалық жуықтаулардағы қозғалыс теңдеулерінің 
жүйесі шығарылып алынды.  Барлық есептеу нәтижелері егжей‒тегжейлі 
талқыланып, қажетті қорытындылар жасалды.
Түйін сөздер: стохастылық теңдеулер, кездейсоқ процестер, толқындық 
функция, ықтималдылық тығыздығы, квантты-механикалық орташа, 
оператор, тығыздық матрицасы, үлестірім функциясы.
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Кіріспе

Стохастылық ұғымы кездейсоқтық немес анықталмағандық секілді түсініктерге 
сәйкес келгенімен, оның грек тіліндегі баламасы мақсат, болжау дегенді білдіреді. Біздің 
жағдайымызға осы болжау нұсқасы дұрыс келетін сияқты. Себебі, кванттық жүйедегі 
стохасты процестер шектеулі заңдылықтар шеңберінде қалып қоймайды, яғни процестер 
кезінде жүйенің күйлері болжамды, кездейсоқ шамалар арқылы сипатталатын болады. 
М. Кац пен Э. Нельсонның пікірлеріне сүйенсек, жүйедегі процестер ықтималдылықтар 
теориясының терминінде кездейсоқты, стохастылық сипатта өтеді. Стохастылық 
терминін алғаш рет математик В. Борткевич болжам жасау мағынасында қолданған, ал 
оған дейін бұл ұғым Я. Бернуллидің Ars Conjectandi (сәуекелдік өнері) еңбегінде жан‒
жақты талданып көрсетілген еді. Математикадағы ықтималдылықтар теориясы және 
математикалық статистика атты үлкен бөлімдер кездейсоқ шамалар мен процестерді 
бақылаумен, зерттеумен айналысады. Ондағы заңдылықтар мен тұжырымдамалар 
математиканың басқа да бөлімдеріне әдістемелік аппарат ретінде қолданылып жүр 
[1]. Мысалы,  оңтайландыру әдістері арқылы кездейсоқ процестер мен мәліметтерді 
статистикалық тұрғыдан өңдеуге болады. Жаратылыстану ғылымдарында да кездейсоқ 
процестер көптеп кездеседі, солардың бірі ‒ Винерлік процестер, яғни газдың қысымын 
модельдеу деп аталады. Бұл модельде газдағы әрбір молекула өзіне бекітілген жол (іздің) 
бойымен қозғалғанымен, молекулалардан құрылған шоғырдың қозғалысын есептеп 
шығару және оның сипатын алдын-ала болжау қиын мәселе екендігі көрсетілген. Осы 
секілді математикалы-статистикалық модельдер мен әдістер қазіргі заманға ғылыми 
зерттеулердің негізін құрайды, мысалы: корреляциялық және регрессиялық модельдер, 
негізгі компоненттер тәсілі, кластерлік талдау, статистикалық сынақтар (Монте‒Карло) 
әдісі. Стохастық теориян физиканың барлық бөлімдеріне қолданса болады, әсіресе оның 
статистикалық физика, конденсрлік күй физикасы, қатты денелер физикасы, элементар 
бөлшектер физикасы мен стохастық резонанс атты құбылыс үшін маңызы ерекше.  

Ашық кванттық жүйелерді модельдеу бағытындағы зерттеулер Н.Н. Боголюбов пен 
Н.М. Крыловтың сонау 1939 жылғы жарық көрген еңбектерінен бастау алады. Одан 
кейінгі кезеңдерде жүргізілген ғылыми жұмыстардағы орын алған басты қиындық‒
кванттық кездейсоқ процесс ұғымының мағынасына дұрыс мазмұнның берілмеуі. 
Аталған қиындықтан шығу үшін А. Коссакоский кванттық динамикалық жарты топтар 
ұғымын енгізді, оның әрі қарай дамуына Г. Линдбладтың қосқан үлесі зор болды. 
Коммутатты емес сипаттағы бұл ұғым‒марктік кездейсоқ процестер теориясындағы 
операторлық топтардың жалпыламалық бейнесі (үлгісі, нұсқасы). Ол кванттық жүйенің 
эволюциясын оның өткен күйлері арқылы емес, тек қазіргі нақты күйі бойынша 
сипаттауға арналған және Фоккер‒Планк немесе Колмогоров‒Чепмен теңдеулерінің 
коммутатты емес нұсқасы болып табылатын дифференциалды теңдеулер арқылы 
сипатталады. Кванттық механикадағы стохастылық тәсілдердің көмегімен кванттық 
және кездейсоқ процестер өзара әсерлесетін жүйелерді сипаттауға болады, бұл жерде 
стохастылық процестер мен олардың стохастылық түсіндірмелері жаратылыстың негізгі 
заңдарының нәтижелері ретінде қабылданады. Осы және осы секілді тәсілдер жүйенің 



Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің ХАБАРШЫСЫ.
Физика. Астрономия сериясы
ISSN: 2616-6836. eISSN: 2663-1296

№4(153)/ 2025 75

Кванттық механиканың стохастылық сипаты

динамикасын марктік кездейсоқ процестерге ұқсас сипаттағы модельдермен зерттеуге 
мүмкіндік береді. Айта кету керек, марктік процестер жағдайында толқындық функция 
ықтималдылық тығыздығымен байланыстырыла қарастырылады. Аталған тәсілдер 
кванттық механиканың дәстүрлі принциптері мен тұжырымдамалары қауқарсыздық 
танытқан жағдайларда ғана қолданылады. Кванттық‒стохастық көзқарас (КСК) 
кванттық механиканың негізгі принциптері мен стохастық процестердің бірігуіне 
(үйлесімділігіне) негізделген және қазіргі заманғы технология мен есептеу жолдарының 
жетілдірілуі арқысында өміршең болып отыр. Сонымен бірге, КСК мүмкіндігінің 
жоғарылауына серпін беретін тағы бір жағдай‒дәстүрлі тәсілдер мен модельдердің 
кейбір физикалық процестерді шынайы түрде сипаттап, түсініре алмауында. Дәлірек 
айтсақ, қолданыстағы дәстүрлі статистикалық тәсілдердің көмегімен макроскоптық 
жүйелердегі кванттық эффекттерді немесе болжауға мүмкін болмайтын стохастылық 
процестер мен кванттық күйлердің өзара әсерлесулерін жеткілікті дәрежеде зерттеу 
қиындық келтіретіні жасырын емес. Тек КСК пайда болғалы бері күрделі жүйелер 
мен процестерді дәл, әрі егжей‒тегжейлі модельдеуге мүмкіндіктер ашылды. КСК 
құбылыстың кванттық және стохастылық табиғаттарына тұтас қарауды ұсынады, 
бұл жағдай олардың жекелей ерекшеліктері мен бір‒біріне деген ықпалын ескеруге 
қолайлылық туғызады. Жүйеде өтетін стохастық процестер кезінде кездейсоқ 
флуктуациялар немесе айнымалылар маңызды рөл атқаратыны ақиқат [1,2]. Жүйенің 
келешектегі жай‒күйі кездейсоқ шамалар мен шуларға тәуелді болғандықтан, кездейсоқ 
флуктуациялар немесе айнымалылар туралы толықтай мәлімет бере алмаймыз. 
Сондай жағдайлардың мысалына броундық қозғалысты келтіруге болады. Кванттық 
жүйелердің өздері кездейсоқ және болжап болмайтын жағдайларда өмір сүреді деуге 
болады. Кванттық нысандардың (бөлшектер немесе өрістер) басқа да нысандармен және 
қоршаған ортамен әсерлесуі олардың күйлерінің флуктуациясы мен стохастылығының 
жоғарылауына себепкер болады.	

Квантты‒механикалық зерттеуді кездейсоқ процестер теориясы арқылы жүргізуге 
деген талпыныстардың жасалуы заңды құбылыс, себебі кездейсоқтық сипат кванттық 
құбылыстардың табиғаты кездейсоқтыққа негізделгені әу бастан белгілі жағдай. 
Алайда, толқындық функцияның тікелей ықтималдылық мағынасының болмауынан 
кванттық процеске толықтай кездейсоқтық сипат беруге болмайды.  Шредингер 
өзінің толқындық функциясын ықтималдылық теориясының классикалық үлгісінен 
шығарып алғысы келді. Осы идеяны негізге ала отырып ұсынылып отырған мақалада 
кванттық механиканы ықтималдылықтар терминдері (үлестірім функциясы) арқылы 
көрсету мәселесі шешілетін болады. Бұл жерде кванттық механиканың жаңа бір кейіпі 
ұсынылған деп түсініп қалмау керек, біз бар болғаны қолданбалы және практикалық 
есептеулер үшін пайдалы болатын баламалы көзқарасты туралы баяндайтын 
боламыз. Бұл ретте кванттық механикада қамтылған құбылыстар мен процестердің 
ішінде стохастылық сипаты барларына ерекше тоқталып, соларға қатысты бірқатар 
есептеулерді орындайтын боламыз. Атап айтқанда, квантты‒механикалық операторға 
қатысты шаманың импульстік көріністегі бірөлшемді орташасын комплексті 
сипаттағы квазиықтималдылық функциясы арқылы өрнектеу. Квазиықтималдылық 
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функцияның өрнегін тығыздық матрицасы арқылы жазу. Стационарлық жағдайдағы 
квазиықтималдылық функциясы бойынша орташаланған өрнектерді анықтау. 
Квазиықтималдылық функциясы арқылы комплексті фазалық кеңістіктегі стохастлық 
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марктік процеске арналған Фоккер‒Планк теңдеуіне құрылым жағынан сәйкес келетін 
жуықталған комплекстік теңдеуге ауысу жағдайлары көрсетілді. Кездейсоқ процестер 
мен квазиықтималдылық функциясының арасындағы байланыстарды анықтап беретін 
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Әдіснама

Стохастылық кванттық процестерді зерттеп, зерделеу үшін ашық жүйелердің квант-
тық теориясы мен ықтималдылықтар теориясының әдістері, сонымен бірге стохастылық 
интегралдар мен кванттық теңдеулер секілді арнайы математикалық аппараттар 
қолданылады. Түйінді (маңызды) материалдар қатарына Линдблад теңдеуін, стохастылық 
дифференциалдық теңдеулерді (СДТ) және тығыздық матрицаларын жатқыза аламыз. 
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ескеруге жағдай жасайды. Сыртқы ортамен әсерлесе алатын жүйелерді зерттейтін 
заңдылықтар тобына ашық жүйелердің кванттық теориясы деп қарауға болады. Бұл 
әсерлесулер энергияның диссипаттылығы мен декогеренттілігіне жеткізеді, сондықтан 
да олар стохастылық процестер тізіміне қосылады [2,3]. Линдблад теңдеу сыртқы шулар 
мен диссипаттылық әсердегі кванттық жүйенің динамикасын сипаттап бере алады. Ал, 
тығыздық матрицасы‒аралас және шатасқан күйлердегі кванттық жүйені толығымен 
егжей‒тегжейлі зерттей алатын математикалық нысан. СДТ кездейсоқ құраушылары 
(компоненттері) бар процестерді модельде үшін, басқаша айтқанда кванттық жүйенің 
іс‒әрекетін болжау мақсатында қолдануға болады. Кванттық механикадағы бөлшектер 
болжауға келетін нысандар сипатында емес, керісінше ықтималдылық заңдылықтар 
шеңберінде өмір сүреді және олардың жай‒күйі  толқындық функциялар арқылы 
сипатталынатыны белгілі. Стохастылық тәсілдер болса кездейсоқтыққа табиғаттың 
іргелі (фундаменталды) бөлігі ретінде қаруға негізделген.

Нәтижелер мен Талқылау

Алдымен теріс мәнді де, нақтылы да емес квазиықтималдылық функциясын енгізіп 
алайық (оның мағынасы алдағы есептеулер барысында айқындалатын болады). Қандай 
да бір жалпылама L ̂ операторына тиесілі L шамасының тек x айнымалысы бойынша 
квантты‒механикалық орташасын төмендегідей өрнек арқылы анықтауға болады:
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Кванттық механиканың стохастылық сипаты
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∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)𝐿̂𝐿exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } ≡ ∫𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)                       (2) 

Мұндағы  
                                                        𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1
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үлестірім функциясы, ал 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒𝐿̂𝐿 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } функциясына әсер етуінен 

пайда болған 𝐿̂𝐿 оператордың 𝑐𝑐 сандық көрінісі (бейнесі). Бұл есептеулер 𝐿𝐿 шамасының 
квантты‒механикалық орташасын кәдімгі (дәстүрлі) ықтималдылықтар теориясының 
терминдері түрінде (сипатында) өрнектеу, яғни үлестірім функциясынан алынған интегралдың 
𝐿𝐿‒ге көбейтіндісі арқылы анықтау мақсатында жүргізіліп отырғандығын айтып өту қажет. Тек 
ықтималдылықтар теориясы үғымынан басты айырмашылық (ерекшелік)‒үлестірім 
функциясының комплексті болуында. Мұндай функция квазиықтималдылық функция деп 
аталады. Осы келтірілген тұжырымдамалар бойынша 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясын да комплексті деп 
санауға болады [4]. Жүйенің күйі 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′) кейіптегі тығыздық матрицасы арқылы сипаталған 
жағдайда екі параметрлік квазиықтималдылық функциясы мына түрде анықталады: 
 
                                                𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1
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ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = ∫𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′) 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥′ = 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) 

 

 функциясына әсер 
етуінен пайда болған 

[2,3]. Линдблад теңдеу сыртқы шулар мен диссипаттылық әсердегі кванттық жүйенің 
динамикасын сипаттап бере алады. Ал, тығыздық матрицасы‒аралас және шатасқан 
күйлердегі кванттық жүйені толығымен егжей‒тегжейлі зерттей алатын математикалық 
нысан. СДТ кездейсоқ құраушылары (компоненттері) бар процестерді модельде үшін, басқаша 
айтқанда кванттық жүйенің іс‒әрекетін болжау мақсатында қолдануға болады. Кванттық 
механикадағы бөлшектер болжауға келетін нысандар сипатында емес, керісінше 
ықтималдылық заңдылықтар шеңберінде өмір сүреді және олардың жай‒күйі  толқындық 
функциялар арқылы сипатталынатыны белгілі. Стохастылық тәсілдер болса кездейсоқтыққа 
табиғаттың іргелі (фундаменталды) бөлігі ретінде қаруға негізделген. 
 

Нәтижелер мен Талқылау 
 

Алдымен теріс мәнді де, нақтылы да емес квазиықтималдылық функциясын енгізіп 
алайық (оның мағынасы алдағы есептеулер барысында айқындалатын болады). Қандай да бір 
жалпылама 𝐿̂𝐿 операторына тиесілі 𝐿𝐿 шамасының тек 𝑥𝑥 айнымалысы бойынша квантты‒
механикалық орташасын төмендегідей өрнек арқылы анықтауға болады: 

 
                                             𝐿̅𝐿 = ∫𝜓𝜓∗(𝑥𝑥)𝐿̂𝐿 (−𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕)𝜓𝜓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑                                               (1) 
 

Осы өрнектегі толқындық 𝜓𝜓(𝑥𝑥) функцияны импульс операторының меншікті 
функциялары бойынша жіктеп, нәтижені (1)‒ге қойып, мынадай теңдікке қол жеткіземіз: 
 
                                       𝐿̅𝐿 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋ℏ 𝜓𝜓
∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)𝐿̂𝐿exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } ≡ ∫𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)                       (2) 

Мұндағы  
                                                        𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1

2𝜋𝜋ℏ𝜓𝜓
∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ }                                            (3) 

 
үлестірім функциясы, ал 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒𝐿̂𝐿 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } функциясына әсер етуінен 

пайда болған 𝐿̂𝐿 оператордың 𝑐𝑐 сандық көрінісі (бейнесі). Бұл есептеулер 𝐿𝐿 шамасының 
квантты‒механикалық орташасын кәдімгі (дәстүрлі) ықтималдылықтар теориясының 
терминдері түрінде (сипатында) өрнектеу, яғни үлестірім функциясынан алынған интегралдың 
𝐿𝐿‒ге көбейтіндісі арқылы анықтау мақсатында жүргізіліп отырғандығын айтып өту қажет. Тек 
ықтималдылықтар теориясы үғымынан басты айырмашылық (ерекшелік)‒үлестірім 
функциясының комплексті болуында. Мұндай функция квазиықтималдылық функция деп 
аталады. Осы келтірілген тұжырымдамалар бойынша 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясын да комплексті деп 
санауға болады [4]. Жүйенің күйі 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′) кейіптегі тығыздық матрицасы арқылы сипаталған 
жағдайда екі параметрлік квазиықтималдылық функциясы мына түрде анықталады: 
 
                                                𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1

2𝜋𝜋ℏ ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥
′)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑥𝑥−𝑥𝑥

′

ℏ )} 𝑑𝑑𝑥𝑥′                                 (4) 
 

Координата мен импульс ықтималдылықтарының 𝜔𝜔(𝑥𝑥) және 𝜔𝜔(𝑝𝑝) бір параметрлік 
тығыздықтары (4)‒арқылы берілген квазиықтималдылық функциясы арқылы анықталатынын 
түсіну қиын емес: 
 

𝜔𝜔(𝑥𝑥) = ∫𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫𝑑𝑑𝑥𝑥′𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = ∫𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′) 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥′ = 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) 

 

 оператордың c сандық көрінісі (бейнесі). Бұл есептеулер L 
шамасының квантты-механикалық орташасын кәдімгі (дәстүрлі) ықтималдылықтар 
теориясының терминдері түрінде (сипатында) өрнектеу, яғни үлестірім функциясынан 
алынған интегралдың L-ге көбейтіндісі арқылы анықтау мақсатында жүргізіліп 
отырғандығын айтып өту қажет. Тек ықтималдылықтар теориясы үғымынан басты 
айырмашылық (ерекшелік) ‒ үлестірім функциясының комплексті болуында. Мұндай 
функция квазиықтималдылық функция деп аталады. Осы келтірілген тұжырымдамалар 
бойынша L(x,p) функциясын да комплексті деп санауға болады [4]. Жүйенің күйі 
ρ(x,x^') кейіптегі тығыздық матрицасы арқылы сипаталған жағдайда екі параметрлік 
квазиықтималдылық функциясы мына түрде анықталады:

                                               (4)

Координата мен импульс ықтималдылықтарының ω(x) және ω(p) бір параметрлік 
тығыздықтары (4) ‒ арқылы берілген квазиықтималдылық функциясы арқылы анық-
талатынын түсіну қиын емес:

(5)

Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс-жүзіндегі қолданысы ретінде 

                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. 

 және 
                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. 

2 операторларының c-көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының 

[2,3]. Линдблад теңдеу сыртқы шулар мен диссипаттылық әсердегі кванттық жүйенің 
динамикасын сипаттап бере алады. Ал, тығыздық матрицасы‒аралас және шатасқан 
күйлердегі кванттық жүйені толығымен егжей‒тегжейлі зерттей алатын математикалық 
нысан. СДТ кездейсоқ құраушылары (компоненттері) бар процестерді модельде үшін, басқаша 
айтқанда кванттық жүйенің іс‒әрекетін болжау мақсатында қолдануға болады. Кванттық 
механикадағы бөлшектер болжауға келетін нысандар сипатында емес, керісінше 
ықтималдылық заңдылықтар шеңберінде өмір сүреді және олардың жай‒күйі  толқындық 
функциялар арқылы сипатталынатыны белгілі. Стохастылық тәсілдер болса кездейсоқтыққа 
табиғаттың іргелі (фундаменталды) бөлігі ретінде қаруға негізделген. 
 

Нәтижелер мен Талқылау 
 

Алдымен теріс мәнді де, нақтылы да емес квазиықтималдылық функциясын енгізіп 
алайық (оның мағынасы алдағы есептеулер барысында айқындалатын болады). Қандай да бір 
жалпылама 𝐿̂𝐿 операторына тиесілі 𝐿𝐿 шамасының тек 𝑥𝑥 айнымалысы бойынша квантты‒
механикалық орташасын төмендегідей өрнек арқылы анықтауға болады: 

 
                                             𝐿̅𝐿 = ∫𝜓𝜓∗(𝑥𝑥)𝐿̂𝐿 (−𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕)𝜓𝜓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑                                               (1) 
 

Осы өрнектегі толқындық 𝜓𝜓(𝑥𝑥) функцияны импульс операторының меншікті 
функциялары бойынша жіктеп, нәтижені (1)‒ге қойып, мынадай теңдікке қол жеткіземіз: 
 
                                       𝐿̅𝐿 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋ℏ 𝜓𝜓
∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)𝐿̂𝐿exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } ≡ ∫𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)                       (2) 

Мұндағы  
                                                        𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1

2𝜋𝜋ℏ𝜓𝜓
∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ }                                            (3) 

 
үлестірім функциясы, ал 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒𝐿̂𝐿 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } функциясына әсер етуінен 

пайда болған 𝐿̂𝐿 оператордың 𝑐𝑐 сандық көрінісі (бейнесі). Бұл есептеулер 𝐿𝐿 шамасының 
квантты‒механикалық орташасын кәдімгі (дәстүрлі) ықтималдылықтар теориясының 
терминдері түрінде (сипатында) өрнектеу, яғни үлестірім функциясынан алынған интегралдың 
𝐿𝐿‒ге көбейтіндісі арқылы анықтау мақсатында жүргізіліп отырғандығын айтып өту қажет. Тек 
ықтималдылықтар теориясы үғымынан басты айырмашылық (ерекшелік)‒үлестірім 
функциясының комплексті болуында. Мұндай функция квазиықтималдылық функция деп 
аталады. Осы келтірілген тұжырымдамалар бойынша 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясын да комплексті деп 
санауға болады [4]. Жүйенің күйі 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′) кейіптегі тығыздық матрицасы арқылы сипаталған 
жағдайда екі параметрлік квазиықтималдылық функциясы мына түрде анықталады: 
 
                                                𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1

2𝜋𝜋ℏ ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥
′)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑥𝑥−𝑥𝑥

′

ℏ )} 𝑑𝑑𝑥𝑥′                                 (4) 
 

Координата мен импульс ықтималдылықтарының 𝜔𝜔(𝑥𝑥) және 𝜔𝜔(𝑝𝑝) бір параметрлік 
тығыздықтары (4)‒арқылы берілген квазиықтималдылық функциясы арқылы анықталатынын 
түсіну қиын емес: 
 

𝜔𝜔(𝑥𝑥) = ∫𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫𝑑𝑑𝑥𝑥′𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = ∫𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′) 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥′ = 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) 

 

 функциясына әсері  

болса, осыдан
                                                                                              (6)

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 

                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. 

2 операторының H2
 (x,p) 

түріндегі c-көрінісі H2 (x,p)-ға тең болмайды. Шынында да, 

                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. 

2 операторының 

[2,3]. Линдблад теңдеу сыртқы шулар мен диссипаттылық әсердегі кванттық жүйенің 
динамикасын сипаттап бере алады. Ал, тығыздық матрицасы‒аралас және шатасқан 
күйлердегі кванттық жүйені толығымен егжей‒тегжейлі зерттей алатын математикалық 
нысан. СДТ кездейсоқ құраушылары (компоненттері) бар процестерді модельде үшін, басқаша 
айтқанда кванттық жүйенің іс‒әрекетін болжау мақсатында қолдануға болады. Кванттық 
механикадағы бөлшектер болжауға келетін нысандар сипатында емес, керісінше 
ықтималдылық заңдылықтар шеңберінде өмір сүреді және олардың жай‒күйі  толқындық 
функциялар арқылы сипатталынатыны белгілі. Стохастылық тәсілдер болса кездейсоқтыққа 
табиғаттың іргелі (фундаменталды) бөлігі ретінде қаруға негізделген. 
 

Нәтижелер мен Талқылау 
 

Алдымен теріс мәнді де, нақтылы да емес квазиықтималдылық функциясын енгізіп 
алайық (оның мағынасы алдағы есептеулер барысында айқындалатын болады). Қандай да бір 
жалпылама 𝐿̂𝐿 операторына тиесілі 𝐿𝐿 шамасының тек 𝑥𝑥 айнымалысы бойынша квантты‒
механикалық орташасын төмендегідей өрнек арқылы анықтауға болады: 

 
                                             𝐿̅𝐿 = ∫𝜓𝜓∗(𝑥𝑥)𝐿̂𝐿 (−𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕)𝜓𝜓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑                                               (1) 
 

Осы өрнектегі толқындық 𝜓𝜓(𝑥𝑥) функцияны импульс операторының меншікті 
функциялары бойынша жіктеп, нәтижені (1)‒ге қойып, мынадай теңдікке қол жеткіземіз: 
 
                                       𝐿̅𝐿 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋ℏ 𝜓𝜓
∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)𝐿̂𝐿exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } ≡ ∫𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)                       (2) 

Мұндағы  
                                                        𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1

2𝜋𝜋ℏ𝜓𝜓
∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ }                                            (3) 

 
үлестірім функциясы, ал 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒𝐿̂𝐿 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } функциясына әсер етуінен 

пайда болған 𝐿̂𝐿 оператордың 𝑐𝑐 сандық көрінісі (бейнесі). Бұл есептеулер 𝐿𝐿 шамасының 
квантты‒механикалық орташасын кәдімгі (дәстүрлі) ықтималдылықтар теориясының 
терминдері түрінде (сипатында) өрнектеу, яғни үлестірім функциясынан алынған интегралдың 
𝐿𝐿‒ге көбейтіндісі арқылы анықтау мақсатында жүргізіліп отырғандығын айтып өту қажет. Тек 
ықтималдылықтар теориясы үғымынан басты айырмашылық (ерекшелік)‒үлестірім 
функциясының комплексті болуында. Мұндай функция квазиықтималдылық функция деп 
аталады. Осы келтірілген тұжырымдамалар бойынша 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясын да комплексті деп 
санауға болады [4]. Жүйенің күйі 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′) кейіптегі тығыздық матрицасы арқылы сипаталған 
жағдайда екі параметрлік квазиықтималдылық функциясы мына түрде анықталады: 
 
                                                𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1

2𝜋𝜋ℏ ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥
′)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑥𝑥−𝑥𝑥

′

ℏ )} 𝑑𝑑𝑥𝑥′                                 (4) 
 

Координата мен импульс ықтималдылықтарының 𝜔𝜔(𝑥𝑥) және 𝜔𝜔(𝑝𝑝) бір параметрлік 
тығыздықтары (4)‒арқылы берілген квазиықтималдылық функциясы арқылы анықталатынын 
түсіну қиын емес: 
 

𝜔𝜔(𝑥𝑥) = ∫𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫𝑑𝑑𝑥𝑥′𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = ∫𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′) 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥′ = 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) 

 

функциясына әсері  
                                                                                             (7)

[2,3]. Линдблад теңдеу сыртқы шулар мен диссипаттылық әсердегі кванттық жүйенің 
динамикасын сипаттап бере алады. Ал, тығыздық матрицасы‒аралас және шатасқан 
күйлердегі кванттық жүйені толығымен егжей‒тегжейлі зерттей алатын математикалық 
нысан. СДТ кездейсоқ құраушылары (компоненттері) бар процестерді модельде үшін, басқаша 
айтқанда кванттық жүйенің іс‒әрекетін болжау мақсатында қолдануға болады. Кванттық 
механикадағы бөлшектер болжауға келетін нысандар сипатында емес, керісінше 
ықтималдылық заңдылықтар шеңберінде өмір сүреді және олардың жай‒күйі  толқындық 
функциялар арқылы сипатталынатыны белгілі. Стохастылық тәсілдер болса кездейсоқтыққа 
табиғаттың іргелі (фундаменталды) бөлігі ретінде қаруға негізделген. 
 

Нәтижелер мен Талқылау 
 

Алдымен теріс мәнді де, нақтылы да емес квазиықтималдылық функциясын енгізіп 
алайық (оның мағынасы алдағы есептеулер барысында айқындалатын болады). Қандай да бір 
жалпылама 𝐿̂𝐿 операторына тиесілі 𝐿𝐿 шамасының тек 𝑥𝑥 айнымалысы бойынша квантты‒
механикалық орташасын төмендегідей өрнек арқылы анықтауға болады: 

 
                                             𝐿̅𝐿 = ∫𝜓𝜓∗(𝑥𝑥)𝐿̂𝐿 (−𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕)𝜓𝜓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑                                               (1) 
 

Осы өрнектегі толқындық 𝜓𝜓(𝑥𝑥) функцияны импульс операторының меншікті 
функциялары бойынша жіктеп, нәтижені (1)‒ге қойып, мынадай теңдікке қол жеткіземіз: 
 
                                       𝐿̅𝐿 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋ℏ 𝜓𝜓
∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)𝐿̂𝐿exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } ≡ ∫𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)                       (2) 

Мұндағы  
                                                        𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1

2𝜋𝜋ℏ𝜓𝜓
∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ }                                            (3) 

 
үлестірім функциясы, ал 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒𝐿̂𝐿 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } функциясына әсер етуінен 

пайда болған 𝐿̂𝐿 оператордың 𝑐𝑐 сандық көрінісі (бейнесі). Бұл есептеулер 𝐿𝐿 шамасының 
квантты‒механикалық орташасын кәдімгі (дәстүрлі) ықтималдылықтар теориясының 
терминдері түрінде (сипатында) өрнектеу, яғни үлестірім функциясынан алынған интегралдың 
𝐿𝐿‒ге көбейтіндісі арқылы анықтау мақсатында жүргізіліп отырғандығын айтып өту қажет. Тек 
ықтималдылықтар теориясы үғымынан басты айырмашылық (ерекшелік)‒үлестірім 
функциясының комплексті болуында. Мұндай функция квазиықтималдылық функция деп 
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[2,3]. Линдблад теңдеу сыртқы шулар мен диссипаттылық әсердегі кванттық жүйенің 
динамикасын сипаттап бере алады. Ал, тығыздық матрицасы‒аралас және шатасқан 
күйлердегі кванттық жүйені толығымен егжей‒тегжейлі зерттей алатын математикалық 
нысан. СДТ кездейсоқ құраушылары (компоненттері) бар процестерді модельде үшін, басқаша 
айтқанда кванттық жүйенің іс‒әрекетін болжау мақсатында қолдануға болады. Кванттық 
механикадағы бөлшектер болжауға келетін нысандар сипатында емес, керісінше 
ықтималдылық заңдылықтар шеңберінде өмір сүреді және олардың жай‒күйі  толқындық 
функциялар арқылы сипатталынатыны белгілі. Стохастылық тәсілдер болса кездейсоқтыққа 
табиғаттың іргелі (фундаменталды) бөлігі ретінде қаруға негізделген. 
 

Нәтижелер мен Талқылау 
 

Алдымен теріс мәнді де, нақтылы да емес квазиықтималдылық функциясын енгізіп 
алайық (оның мағынасы алдағы есептеулер барысында айқындалатын болады). Қандай да бір 
жалпылама 𝐿̂𝐿 операторына тиесілі 𝐿𝐿 шамасының тек 𝑥𝑥 айнымалысы бойынша квантты‒
механикалық орташасын төмендегідей өрнек арқылы анықтауға болады: 
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Осы өрнектегі толқындық 𝜓𝜓(𝑥𝑥) функцияны импульс операторының меншікті 
функциялары бойынша жіктеп, нәтижені (1)‒ге қойып, мынадай теңдікке қол жеткіземіз: 
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                                                        𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1

2𝜋𝜋ℏ𝜓𝜓
∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ }                                            (3) 

 
үлестірім функциясы, ал 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒𝐿̂𝐿 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } функциясына әсер етуінен 

пайда болған 𝐿̂𝐿 оператордың 𝑐𝑐 сандық көрінісі (бейнесі). Бұл есептеулер 𝐿𝐿 шамасының 
квантты‒механикалық орташасын кәдімгі (дәстүрлі) ықтималдылықтар теориясының 
терминдері түрінде (сипатында) өрнектеу, яғни үлестірім функциясынан алынған интегралдың 
𝐿𝐿‒ге көбейтіндісі арқылы анықтау мақсатында жүргізіліп отырғандығын айтып өту қажет. Тек 
ықтималдылықтар теориясы үғымынан басты айырмашылық (ерекшелік)‒үлестірім 
функциясының комплексті болуында. Мұндай функция квазиықтималдылық функция деп 
аталады. Осы келтірілген тұжырымдамалар бойынша 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясын да комплексті деп 
санауға болады [4]. Жүйенің күйі 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′) кейіптегі тығыздық матрицасы арқылы сипаталған 
жағдайда екі параметрлік квазиықтималдылық функциясы мына түрде анықталады: 
 
                                                𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1

2𝜋𝜋ℏ ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥
′)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑥𝑥−𝑥𝑥

′

ℏ )} 𝑑𝑑𝑥𝑥′                                 (4) 
 

Координата мен импульс ықтималдылықтарының 𝜔𝜔(𝑥𝑥) және 𝜔𝜔(𝑝𝑝) бір параметрлік 
тығыздықтары (4)‒арқылы берілген квазиықтималдылық функциясы арқылы анықталатынын 
түсіну қиын емес: 
 

𝜔𝜔(𝑥𝑥) = ∫𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫𝑑𝑑𝑥𝑥′𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = ∫𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′) 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥′ = 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) 

 

[2,3]. Линдблад теңдеу сыртқы шулар мен диссипаттылық әсердегі кванттық жүйенің 
динамикасын сипаттап бере алады. Ал, тығыздық матрицасы‒аралас және шатасқан 
күйлердегі кванттық жүйені толығымен егжей‒тегжейлі зерттей алатын математикалық 
нысан. СДТ кездейсоқ құраушылары (компоненттері) бар процестерді модельде үшін, басқаша 
айтқанда кванттық жүйенің іс‒әрекетін болжау мақсатында қолдануға болады. Кванттық 
механикадағы бөлшектер болжауға келетін нысандар сипатында емес, керісінше 
ықтималдылық заңдылықтар шеңберінде өмір сүреді және олардың жай‒күйі  толқындық 
функциялар арқылы сипатталынатыны белгілі. Стохастылық тәсілдер болса кездейсоқтыққа 
табиғаттың іргелі (фундаменталды) бөлігі ретінде қаруға негізделген. 
 

Нәтижелер мен Талқылау 
 

Алдымен теріс мәнді де, нақтылы да емес квазиықтималдылық функциясын енгізіп 
алайық (оның мағынасы алдағы есептеулер барысында айқындалатын болады). Қандай да бір 
жалпылама 𝐿̂𝐿 операторына тиесілі 𝐿𝐿 шамасының тек 𝑥𝑥 айнымалысы бойынша квантты‒
механикалық орташасын төмендегідей өрнек арқылы анықтауға болады: 

 
                                             𝐿̅𝐿 = ∫𝜓𝜓∗(𝑥𝑥)𝐿̂𝐿 (−𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕)𝜓𝜓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑                                               (1) 
 

Осы өрнектегі толқындық 𝜓𝜓(𝑥𝑥) функцияны импульс операторының меншікті 
функциялары бойынша жіктеп, нәтижені (1)‒ге қойып, мынадай теңдікке қол жеткіземіз: 
 
                                       𝐿̅𝐿 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋ℏ 𝜓𝜓
∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)𝐿̂𝐿exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } ≡ ∫𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)                       (2) 

Мұндағы  
                                                        𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1

2𝜋𝜋ℏ𝜓𝜓
∗(𝑥𝑥)𝑐𝑐(𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ }                                            (3) 

 
үлестірім функциясы, ал 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒𝐿̂𝐿 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℏ } функциясына әсер етуінен 

пайда болған 𝐿̂𝐿 оператордың 𝑐𝑐 сандық көрінісі (бейнесі). Бұл есептеулер 𝐿𝐿 шамасының 
квантты‒механикалық орташасын кәдімгі (дәстүрлі) ықтималдылықтар теориясының 
терминдері түрінде (сипатында) өрнектеу, яғни үлестірім функциясынан алынған интегралдың 
𝐿𝐿‒ге көбейтіндісі арқылы анықтау мақсатында жүргізіліп отырғандығын айтып өту қажет. Тек 
ықтималдылықтар теориясы үғымынан басты айырмашылық (ерекшелік)‒үлестірім 
функциясының комплексті болуында. Мұндай функция квазиықтималдылық функция деп 
аталады. Осы келтірілген тұжырымдамалар бойынша 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясын да комплексті деп 
санауға болады [4]. Жүйенің күйі 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′) кейіптегі тығыздық матрицасы арқылы сипаталған 
жағдайда екі параметрлік квазиықтималдылық функциясы мына түрде анықталады: 
 
                                                𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 1

2𝜋𝜋ℏ ∫ 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥
′)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑥𝑥−𝑥𝑥

′

ℏ )} 𝑑𝑑𝑥𝑥′                                 (4) 
 

Координата мен импульс ықтималдылықтарының 𝜔𝜔(𝑥𝑥) және 𝜔𝜔(𝑝𝑝) бір параметрлік 
тығыздықтары (4)‒арқылы берілген квазиықтималдылық функциясы арқылы анықталатынын 
түсіну қиын емес: 
 

𝜔𝜔(𝑥𝑥) = ∫𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫𝑑𝑑𝑥𝑥′𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = ∫𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′) 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥′ = 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) 

 

                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. 

                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. 

                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. 
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Осыдан
                               

  (8)

Стационарлық жағдайда 〈H2 (x,p)〉=〈H2 (x,p)〉 теңдігі орындалады және бұдан

                                                               (9)

Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді 
білдіреді [5,6]. U=ax2+bx+c түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас 
мынадай ықшамды кейіпке келеді: 

                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. 

 
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады:

                                                        (10)

U(x') потенциялын x нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)-ның екі жағын x' 
координатасы бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде:

                         (11)

Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 
Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ=0 шартында (11)-теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда квазиық-
тималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. Сонымен 
бірге, (11)-теңдеу түр-сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес 
келеді. (11)-теңдеудің оң жағындағы қатар тезірек жинақталады деп алып және ℏ 
бойынша құраушылардың бірінші дәрежесі бойынша ғана мүшелерді сақтай отырып 
төмендегідей жуықталған теңдеуге өте аламыз:

                                  
               (12)

Бұл теңдеу құрылымы жағынан диффузиялық марктік процеске арналған белгілі 
Фокер‒Планк теңдеуіне (ФПТ) сәйкес келетінін және (11) мен (12) теңдеулер комплекстік 
екендігін айта кетуіміз керек. (12)‒теңдеудің көмегімен кездейсоқ процестер мен 
квазиықтималдылық функциясының арасындағы байланыстарға баға беруге болады, 
ол үшін осы теңдеуге сәйкес келетін СДТ алуды қарастырамыз. ФПТ оң мәнді диффузия 
коэффициенттері СДТ береді:

                         (13)

                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. 

                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. 

                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. 

                            𝜔𝜔(𝑝𝑝) = ∫ 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥′

2𝜋𝜋ℏ exp {𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)
ℏ } 𝜌𝜌(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) = 𝜌𝜌(𝑝𝑝, 𝑝𝑝)                        (5) 

 
Енді осы келтірілген тұжырымдамалардың іс‒жүзіндегі қолданысы ретінде 𝐻̂𝐻 және 𝐻̂𝐻2 

операторларының 𝑐𝑐‒көріністегі өрнектерін жазып өтейік. Гамильтон операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

функциясына әсері   

𝐻̂𝐻exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)) exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ } 

болса, осыдан 
                                                            𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥)                                                            (6) 
 

яғни, бұл классикалық үлгімен сәйкес келіп отыр. Алайда, 𝐻̂𝐻2 операторының 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 
түріндегі 𝑐𝑐‒көрінісі 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)‒ға тең болмайды. Шынында да, 𝐻̂𝐻2 операторының exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } 
функциясына әсері   
                                                    𝐻̂𝐻2exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ } = 𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)exp {𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
ℏ }                                                  (7) 

Осыдан 

                                          𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ( 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥))
2

− ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑖𝑖ℏ𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑                                         (8) 

 
Стационарлық жағдайда 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 = 〈𝐻𝐻2(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)〉 теңдігі орындалады және бұдан 

 
                                                              ℏ2 〈𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2〉 + 𝑖𝑖 〈𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑〉 = 0                                                           (9) 

 
Бұл теңдіктегі 〈  〉 белгі квазиықтималдылық функциясы бойынша орташалау дегенді білдіреді 
[5,6]. 𝑈𝑈 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 түрдегі квадраттық потенциал жағдайында (6)‒қатынас мынадай 
ықшамды кейіпке келеді: 〈𝑥𝑥𝑥𝑥〉 = 𝑖𝑖ℏ

2 .  
Енді квазиықтималдылық функцияның (4)‒түрдегі жазылу үлгісі арқылы комплексті 

фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттауға болатындығын 
дәлелдейік. Ол үшін төмендегі тығыздық матрицасына арналған теңдеу қоданылады: 
 
                                                     𝑖𝑖ℏ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑥𝑥′,𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕 = (𝐻̂𝐻 − 𝐻̂𝐻′)𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)                                              (10) 
 
𝑈𝑈(𝑥𝑥′) потенциялын 𝑥𝑥 нүктесінде Тейлор қатарына жіктеп, (10)‒ның екі жағын 𝑥𝑥′ координатасы 
бойынша Фурье түрлендірулерін қолдансақ, нәтижеде: 
 

                     
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − ∑ (−1)𝑛𝑛

𝑛𝑛! (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1∞
𝑛𝑛=2

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝜕𝜕𝑛𝑛𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛                     (11) 

 
Бұл теңдеуде ℏ‒қа қатыссыз мүшелер нақтылай жазылған, сондықтан бұл теңдеуді 

Лиувилл теңдеуінің кванттық жағдайлар үшін жазылған түрі деп қабылдауға болады, 
шынында да ℏ = 0 шартында (11)‒теңдеу аталған теңдеуге өтеді. Бұл жағдайда 
квазиықтималдылық кәдуілгі ықтималдылыққа (нақты оң мәнді функцияға) айналады. 
Сонымен бірге, (11)‒теңдеу түр‒сипаты жағынан марктік кездейсоқ процестің ықтималдылық 
тығыздығына арналған дифференциалдық кейіптегі Смолуховский теңдеуіне де сәйкес келеді. (11)‒теңдеудің оң жағындағы қатар тезірек жинақталады деп алып және ℏ бойынша 

құраушылардың бірінші дәрежесі бойынша ғана мүшелерді сақтай отырып төмендегідей 
жуықталған теңдеуге өте аламыз: 

                                            
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑖𝑖ℏ

2
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2                             (12) 

Бұл теңдеу құрылымы жағынан диффузиялық марктік процеске арналған белгілі 
Фокер‒Планк теңдеуіне (ФПТ) сәйкес келетінін және (11) мен (12) теңдеулер комплекстік 
екендігін айта кетуіміз керек. (12)‒теңдеудің көмегімен кездейсоқ процестер мен 
квазиықтималдылық функциясының арасындағы байланыстарға баға беруге болады, ол үшін 
осы теңдеуге сәйкес келетін СДТ алуды қарастырамыз. ФПТ оң мәнді диффузия 
коэффициенттері СДТ береді: 
 

                              𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡) ,  𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑 + (1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2)) 𝜂𝜂(𝑡𝑡)                (13) 

 
Мұндағы 𝜉𝜉 және 𝜂𝜂‒гаусстық дельта‒корреляцияланған кездейсоқ көздер; 

 
                                                          〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ

2𝑚𝑚 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                      (14) 

                                                       〈𝜂𝜂(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ
2 |𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2| 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                (15) 
                                                〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = 0,  𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖,  𝑝𝑝𝑧𝑧 = 𝑝𝑝𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑝𝑝𝑦𝑦                           (16) 
 

Айта кетуіміз керек, ℏ = 0 шартында (13)‒теңдеулер комплекстілік табиғаты жойылады 
да Ньютонның классикалық теңдеуіне ауысады, ал 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясы болса Лиувилл теңдеуін 
қанағаттандыратын нақты функцияға айналады. Ал, ℏ ≠ 0 болған жағдайда (13)‒комплексті 
СДТ үлестірі функциясы 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧) болатын диффузиялық марктік процесті сипаттайтын 
болады, әрине бұл жерде 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)‒кәдуілгі ықтималдылық мағынасындағы (нақты және теріс 
емес) және ФПТ қанағаттандыратын функция. Ол квазиықтималдылықпен мына түрде 
байланысқан: 
 
                                   ∫ 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝐿𝐿(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑝𝑝𝑧𝑧                                  (17) 
 

Егер де 𝐿𝐿(𝑥𝑥) = exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} болса (𝜆𝜆‒параметр), онда теңдіктің оң жағындағы 𝜔𝜔(𝑥𝑥) =
𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) үлгісінде квантты‒механикалық орташа үшін төмендегідей нәтиже аламыз: 
 
                                ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜔𝜔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑄𝑄(𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧 = 〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄                            (18) 
 
яғни, 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің Фурье түрлендіруі exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} функциясының 𝑄𝑄(𝑧𝑧) бойынша орташасына тең. 
Кері түрлендіру жасау арқылы 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің 𝑄𝑄(𝑧𝑧) арқылы жазылған өрнегін алуға болады: 
 
                                                

    
 𝜔𝜔(𝑥𝑥) = 1

2𝜋𝜋 ∫〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑                                      (19) 
 
(17) және (19) теңдеулерде СДТ негізделген барлық кванттық‒механикалық есептеулерге 
қажетті деген мәліметтер қамтылған [7, 8]. 

Комплексті стохастылық дифференциалдық теңдеулерді (11)‒теңдеумен зерттелетін 
жалпы жағдайлар үшін жазайық. Ол үшін тағы да (13)‒ға әкелетін шарттар мен көзқарастырды 
басшылыққа алу керек болады. Марктік процестерге арналған СДТ мен ықтималдылық 

(11)‒теңдеудің оң жағындағы қатар тезірек жинақталады деп алып және ℏ бойынша 
құраушылардың бірінші дәрежесі бойынша ғана мүшелерді сақтай отырып төмендегідей 
жуықталған теңдеуге өте аламыз: 

                                            
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑖𝑖ℏ

2
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2                             (12) 

Бұл теңдеу құрылымы жағынан диффузиялық марктік процеске арналған белгілі 
Фокер‒Планк теңдеуіне (ФПТ) сәйкес келетінін және (11) мен (12) теңдеулер комплекстік 
екендігін айта кетуіміз керек. (12)‒теңдеудің көмегімен кездейсоқ процестер мен 
квазиықтималдылық функциясының арасындағы байланыстарға баға беруге болады, ол үшін 
осы теңдеуге сәйкес келетін СДТ алуды қарастырамыз. ФПТ оң мәнді диффузия 
коэффициенттері СДТ береді: 
 

                              𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡) ,  𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑 + (1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2)) 𝜂𝜂(𝑡𝑡)                (13) 

 
Мұндағы 𝜉𝜉 және 𝜂𝜂‒гаусстық дельта‒корреляцияланған кездейсоқ көздер; 

 
                                                          〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ

2𝑚𝑚 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                      (14) 

                                                       〈𝜂𝜂(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ
2 |𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2| 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                (15) 
                                                〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = 0,  𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖,  𝑝𝑝𝑧𝑧 = 𝑝𝑝𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑝𝑝𝑦𝑦                           (16) 
 

Айта кетуіміз керек, ℏ = 0 шартында (13)‒теңдеулер комплекстілік табиғаты жойылады 
да Ньютонның классикалық теңдеуіне ауысады, ал 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясы болса Лиувилл теңдеуін 
қанағаттандыратын нақты функцияға айналады. Ал, ℏ ≠ 0 болған жағдайда (13)‒комплексті 
СДТ үлестірі функциясы 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧) болатын диффузиялық марктік процесті сипаттайтын 
болады, әрине бұл жерде 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)‒кәдуілгі ықтималдылық мағынасындағы (нақты және теріс 
емес) және ФПТ қанағаттандыратын функция. Ол квазиықтималдылықпен мына түрде 
байланысқан: 
 
                                   ∫ 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝐿𝐿(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑝𝑝𝑧𝑧                                  (17) 
 

Егер де 𝐿𝐿(𝑥𝑥) = exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} болса (𝜆𝜆‒параметр), онда теңдіктің оң жағындағы 𝜔𝜔(𝑥𝑥) =
𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) үлгісінде квантты‒механикалық орташа үшін төмендегідей нәтиже аламыз: 
 
                                ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜔𝜔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑄𝑄(𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧 = 〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄                            (18) 
 
яғни, 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің Фурье түрлендіруі exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} функциясының 𝑄𝑄(𝑧𝑧) бойынша орташасына тең. 
Кері түрлендіру жасау арқылы 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің 𝑄𝑄(𝑧𝑧) арқылы жазылған өрнегін алуға болады: 
 
                                                

    
 𝜔𝜔(𝑥𝑥) = 1

2𝜋𝜋 ∫〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑                                      (19) 
 
(17) және (19) теңдеулерде СДТ негізделген барлық кванттық‒механикалық есептеулерге 
қажетті деген мәліметтер қамтылған [7, 8]. 

Комплексті стохастылық дифференциалдық теңдеулерді (11)‒теңдеумен зерттелетін 
жалпы жағдайлар үшін жазайық. Ол үшін тағы да (13)‒ға әкелетін шарттар мен көзқарастырды 
басшылыққа алу керек болады. Марктік процестерге арналған СДТ мен ықтималдылық 
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Мұндағы ξ және η‒гаусстық дельта‒корреляцияланған кездейсоқ көздер;

                                                                                (14)
                                                                                        

(15)
                         

(16)
Айта кетуіміз керек, ℏ=0 шартында (13)‒теңдеулер комплекстілік табиғаты жойы-

лады да Ньютонның классикалық теңдеуіне ауысады, ал ω(x,p) функциясы болса 
Лиувилл теңдеуін қанағаттандыратын нақты функцияға айналады. Ал, ℏ≠0 болған 
жағдайда (13)‒комплексті СДТ үлестірі функциясы Q(z,pz) болатын диффузиялық 
марктік процесті сипаттайтын болады, әрине бұл жерде Q(z,pz ) ‒ кәдуілгі ықтималдылық 
мағынасындағы (нақты және теріс емес) және ФПТ қанағаттандыратын функция. Ол 
квазиықтималдылықпен мына түрде байланысқан:

                          (17)

Егер де L(x)=exp{iλx} болса (λ‒параметр), онда теңдіктің оң жағындағы ω(x)=ρ(x,x) 
үлгісінде квантты‒механикалық орташа үшін төмендегідей нәтиже аламыз:

                                                  (18)

яғни, ω(x)‒тің Фурье түрлендіруі exp{iλx} функциясының Q(z) бойынша орташасына 
тең. Кері түрлендіру жасау арқылы ω(x)‒тің Q(z) арқылы жазылған өрнегін алуға болады:

                                                    (19)

(17) және (19) теңдеулерде СДТ негізделген барлық кванттық‒механикалық есептеу-
лерге қажетті деген мәліметтер қамтылған [7, 8].

Комплексті стохастылық дифференциалдық теңдеулерді (11)-теңдеумен зерттелетін 
жалпы жағдайлар үшін жазайық. Ол үшін тағы да (13)-ға әкелетін шарттар мен көзқа-
растырды басшылыққа алу керек болады. Марктік процестерге арналған СДТ мен 
ықтималдылық тығыздығының бірөлшемді теңдеуі арасындағы сәйкестілік ережелерін 
қолдану арқылы төмендегідей нәтижелерге қол жеткізуге болады: 

    
                                                                       (20)

                                                                             (21)

Бірінші тұрған (20)‒теңдеу потенциялдың түр‒сипатына тәуелсіз және ол бұрынғы 
кейпін өзгертпеді (13‒тің бірінші теңдеуіне қараңыз), себебі (11)‒теңдеуде x бойынша 
алынатын туындылар екінші дәрежеден аспады. (21)‒теңдеу болса жалпы саны M 

(11)‒теңдеудің оң жағындағы қатар тезірек жинақталады деп алып және ℏ бойынша 
құраушылардың бірінші дәрежесі бойынша ғана мүшелерді сақтай отырып төмендегідей 
жуықталған теңдеуге өте аламыз: 

                                            
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑖𝑖ℏ

2
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2                             (12) 

Бұл теңдеу құрылымы жағынан диффузиялық марктік процеске арналған белгілі 
Фокер‒Планк теңдеуіне (ФПТ) сәйкес келетінін және (11) мен (12) теңдеулер комплекстік 
екендігін айта кетуіміз керек. (12)‒теңдеудің көмегімен кездейсоқ процестер мен 
квазиықтималдылық функциясының арасындағы байланыстарға баға беруге болады, ол үшін 
осы теңдеуге сәйкес келетін СДТ алуды қарастырамыз. ФПТ оң мәнді диффузия 
коэффициенттері СДТ береді: 
 

                              𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡) ,  𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑 + (1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2)) 𝜂𝜂(𝑡𝑡)                (13) 

 
Мұндағы 𝜉𝜉 және 𝜂𝜂‒гаусстық дельта‒корреляцияланған кездейсоқ көздер; 

 
                                                          〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ

2𝑚𝑚 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                      (14) 

                                                       〈𝜂𝜂(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ
2 |𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2| 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                (15) 
                                                〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = 0,  𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖,  𝑝𝑝𝑧𝑧 = 𝑝𝑝𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑝𝑝𝑦𝑦                           (16) 
 

Айта кетуіміз керек, ℏ = 0 шартында (13)‒теңдеулер комплекстілік табиғаты жойылады 
да Ньютонның классикалық теңдеуіне ауысады, ал 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясы болса Лиувилл теңдеуін 
қанағаттандыратын нақты функцияға айналады. Ал, ℏ ≠ 0 болған жағдайда (13)‒комплексті 
СДТ үлестірі функциясы 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧) болатын диффузиялық марктік процесті сипаттайтын 
болады, әрине бұл жерде 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)‒кәдуілгі ықтималдылық мағынасындағы (нақты және теріс 
емес) және ФПТ қанағаттандыратын функция. Ол квазиықтималдылықпен мына түрде 
байланысқан: 
 
                                   ∫ 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝐿𝐿(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑝𝑝𝑧𝑧                                  (17) 
 

Егер де 𝐿𝐿(𝑥𝑥) = exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} болса (𝜆𝜆‒параметр), онда теңдіктің оң жағындағы 𝜔𝜔(𝑥𝑥) =
𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) үлгісінде квантты‒механикалық орташа үшін төмендегідей нәтиже аламыз: 
 
                                ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜔𝜔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑄𝑄(𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧 = 〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄                            (18) 
 
яғни, 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің Фурье түрлендіруі exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} функциясының 𝑄𝑄(𝑧𝑧) бойынша орташасына тең. 
Кері түрлендіру жасау арқылы 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің 𝑄𝑄(𝑧𝑧) арқылы жазылған өрнегін алуға болады: 
 
                                                

    
 𝜔𝜔(𝑥𝑥) = 1

2𝜋𝜋 ∫〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑                                      (19) 
 
(17) және (19) теңдеулерде СДТ негізделген барлық кванттық‒механикалық есептеулерге 
қажетті деген мәліметтер қамтылған [7, 8]. 

Комплексті стохастылық дифференциалдық теңдеулерді (11)‒теңдеумен зерттелетін 
жалпы жағдайлар үшін жазайық. Ол үшін тағы да (13)‒ға әкелетін шарттар мен көзқарастырды 
басшылыққа алу керек болады. Марктік процестерге арналған СДТ мен ықтималдылық 

(11)‒теңдеудің оң жағындағы қатар тезірек жинақталады деп алып және ℏ бойынша 
құраушылардың бірінші дәрежесі бойынша ғана мүшелерді сақтай отырып төмендегідей 
жуықталған теңдеуге өте аламыз: 

                                            
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑖𝑖ℏ

2
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2                             (12) 

Бұл теңдеу құрылымы жағынан диффузиялық марктік процеске арналған белгілі 
Фокер‒Планк теңдеуіне (ФПТ) сәйкес келетінін және (11) мен (12) теңдеулер комплекстік 
екендігін айта кетуіміз керек. (12)‒теңдеудің көмегімен кездейсоқ процестер мен 
квазиықтималдылық функциясының арасындағы байланыстарға баға беруге болады, ол үшін 
осы теңдеуге сәйкес келетін СДТ алуды қарастырамыз. ФПТ оң мәнді диффузия 
коэффициенттері СДТ береді: 
 

                              𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡) ,  𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑 + (1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2)) 𝜂𝜂(𝑡𝑡)                (13) 

 
Мұндағы 𝜉𝜉 және 𝜂𝜂‒гаусстық дельта‒корреляцияланған кездейсоқ көздер; 

 
                                                          〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ

2𝑚𝑚 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                      (14) 

                                                       〈𝜂𝜂(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ
2 |𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2| 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                (15) 
                                                〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = 0,  𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖,  𝑝𝑝𝑧𝑧 = 𝑝𝑝𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑝𝑝𝑦𝑦                           (16) 
 

Айта кетуіміз керек, ℏ = 0 шартында (13)‒теңдеулер комплекстілік табиғаты жойылады 
да Ньютонның классикалық теңдеуіне ауысады, ал 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясы болса Лиувилл теңдеуін 
қанағаттандыратын нақты функцияға айналады. Ал, ℏ ≠ 0 болған жағдайда (13)‒комплексті 
СДТ үлестірі функциясы 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧) болатын диффузиялық марктік процесті сипаттайтын 
болады, әрине бұл жерде 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)‒кәдуілгі ықтималдылық мағынасындағы (нақты және теріс 
емес) және ФПТ қанағаттандыратын функция. Ол квазиықтималдылықпен мына түрде 
байланысқан: 
 
                                   ∫ 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝐿𝐿(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑝𝑝𝑧𝑧                                  (17) 
 

Егер де 𝐿𝐿(𝑥𝑥) = exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} болса (𝜆𝜆‒параметр), онда теңдіктің оң жағындағы 𝜔𝜔(𝑥𝑥) =
𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) үлгісінде квантты‒механикалық орташа үшін төмендегідей нәтиже аламыз: 
 
                                ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜔𝜔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑄𝑄(𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧 = 〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄                            (18) 
 
яғни, 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің Фурье түрлендіруі exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} функциясының 𝑄𝑄(𝑧𝑧) бойынша орташасына тең. 
Кері түрлендіру жасау арқылы 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің 𝑄𝑄(𝑧𝑧) арқылы жазылған өрнегін алуға болады: 
 
                                                

    
 𝜔𝜔(𝑥𝑥) = 1

2𝜋𝜋 ∫〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑                                      (19) 
 
(17) және (19) теңдеулерде СДТ негізделген барлық кванттық‒механикалық есептеулерге 
қажетті деген мәліметтер қамтылған [7, 8]. 

Комплексті стохастылық дифференциалдық теңдеулерді (11)‒теңдеумен зерттелетін 
жалпы жағдайлар үшін жазайық. Ол үшін тағы да (13)‒ға әкелетін шарттар мен көзқарастырды 
басшылыққа алу керек болады. Марктік процестерге арналған СДТ мен ықтималдылық 

(11)‒теңдеудің оң жағындағы қатар тезірек жинақталады деп алып және ℏ бойынша 
құраушылардың бірінші дәрежесі бойынша ғана мүшелерді сақтай отырып төмендегідей 
жуықталған теңдеуге өте аламыз: 

                                            
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑖𝑖ℏ

2
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2                             (12) 

Бұл теңдеу құрылымы жағынан диффузиялық марктік процеске арналған белгілі 
Фокер‒Планк теңдеуіне (ФПТ) сәйкес келетінін және (11) мен (12) теңдеулер комплекстік 
екендігін айта кетуіміз керек. (12)‒теңдеудің көмегімен кездейсоқ процестер мен 
квазиықтималдылық функциясының арасындағы байланыстарға баға беруге болады, ол үшін 
осы теңдеуге сәйкес келетін СДТ алуды қарастырамыз. ФПТ оң мәнді диффузия 
коэффициенттері СДТ береді: 
 

                              𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡) ,  𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑 + (1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2)) 𝜂𝜂(𝑡𝑡)                (13) 

 
Мұндағы 𝜉𝜉 және 𝜂𝜂‒гаусстық дельта‒корреляцияланған кездейсоқ көздер; 

 
                                                          〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ

2𝑚𝑚 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                      (14) 

                                                       〈𝜂𝜂(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ
2 |𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2| 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                (15) 
                                                〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = 0,  𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖,  𝑝𝑝𝑧𝑧 = 𝑝𝑝𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑝𝑝𝑦𝑦                           (16) 
 

Айта кетуіміз керек, ℏ = 0 шартында (13)‒теңдеулер комплекстілік табиғаты жойылады 
да Ньютонның классикалық теңдеуіне ауысады, ал 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясы болса Лиувилл теңдеуін 
қанағаттандыратын нақты функцияға айналады. Ал, ℏ ≠ 0 болған жағдайда (13)‒комплексті 
СДТ үлестірі функциясы 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧) болатын диффузиялық марктік процесті сипаттайтын 
болады, әрине бұл жерде 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)‒кәдуілгі ықтималдылық мағынасындағы (нақты және теріс 
емес) және ФПТ қанағаттандыратын функция. Ол квазиықтималдылықпен мына түрде 
байланысқан: 
 
                                   ∫ 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝐿𝐿(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑝𝑝𝑧𝑧                                  (17) 
 

Егер де 𝐿𝐿(𝑥𝑥) = exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} болса (𝜆𝜆‒параметр), онда теңдіктің оң жағындағы 𝜔𝜔(𝑥𝑥) =
𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) үлгісінде квантты‒механикалық орташа үшін төмендегідей нәтиже аламыз: 
 
                                ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜔𝜔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑄𝑄(𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧 = 〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄                            (18) 
 
яғни, 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің Фурье түрлендіруі exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} функциясының 𝑄𝑄(𝑧𝑧) бойынша орташасына тең. 
Кері түрлендіру жасау арқылы 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің 𝑄𝑄(𝑧𝑧) арқылы жазылған өрнегін алуға болады: 
 
                                                

    
 𝜔𝜔(𝑥𝑥) = 1

2𝜋𝜋 ∫〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑                                      (19) 
 
(17) және (19) теңдеулерде СДТ негізделген барлық кванттық‒механикалық есептеулерге 
қажетті деген мәліметтер қамтылған [7, 8]. 

Комплексті стохастылық дифференциалдық теңдеулерді (11)‒теңдеумен зерттелетін 
жалпы жағдайлар үшін жазайық. Ол үшін тағы да (13)‒ға әкелетін шарттар мен көзқарастырды 
басшылыққа алу керек болады. Марктік процестерге арналған СДТ мен ықтималдылық 

(11)‒теңдеудің оң жағындағы қатар тезірек жинақталады деп алып және ℏ бойынша 
құраушылардың бірінші дәрежесі бойынша ғана мүшелерді сақтай отырып төмендегідей 
жуықталған теңдеуге өте аламыз: 

                                            
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑖𝑖ℏ

2
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2                             (12) 

Бұл теңдеу құрылымы жағынан диффузиялық марктік процеске арналған белгілі 
Фокер‒Планк теңдеуіне (ФПТ) сәйкес келетінін және (11) мен (12) теңдеулер комплекстік 
екендігін айта кетуіміз керек. (12)‒теңдеудің көмегімен кездейсоқ процестер мен 
квазиықтималдылық функциясының арасындағы байланыстарға баға беруге болады, ол үшін 
осы теңдеуге сәйкес келетін СДТ алуды қарастырамыз. ФПТ оң мәнді диффузия 
коэффициенттері СДТ береді: 
 

                              𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡) ,  𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑 + (1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2)) 𝜂𝜂(𝑡𝑡)                (13) 

 
Мұндағы 𝜉𝜉 және 𝜂𝜂‒гаусстық дельта‒корреляцияланған кездейсоқ көздер; 

 
                                                          〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ

2𝑚𝑚 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                      (14) 

                                                       〈𝜂𝜂(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ
2 |𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2| 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                (15) 
                                                〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = 0,  𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖,  𝑝𝑝𝑧𝑧 = 𝑝𝑝𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑝𝑝𝑦𝑦                           (16) 
 

Айта кетуіміз керек, ℏ = 0 шартында (13)‒теңдеулер комплекстілік табиғаты жойылады 
да Ньютонның классикалық теңдеуіне ауысады, ал 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясы болса Лиувилл теңдеуін 
қанағаттандыратын нақты функцияға айналады. Ал, ℏ ≠ 0 болған жағдайда (13)‒комплексті 
СДТ үлестірі функциясы 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧) болатын диффузиялық марктік процесті сипаттайтын 
болады, әрине бұл жерде 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)‒кәдуілгі ықтималдылық мағынасындағы (нақты және теріс 
емес) және ФПТ қанағаттандыратын функция. Ол квазиықтималдылықпен мына түрде 
байланысқан: 
 
                                   ∫ 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝐿𝐿(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑝𝑝𝑧𝑧                                  (17) 
 

Егер де 𝐿𝐿(𝑥𝑥) = exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} болса (𝜆𝜆‒параметр), онда теңдіктің оң жағындағы 𝜔𝜔(𝑥𝑥) =
𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) үлгісінде квантты‒механикалық орташа үшін төмендегідей нәтиже аламыз: 
 
                                ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜔𝜔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑄𝑄(𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧 = 〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄                            (18) 
 
яғни, 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің Фурье түрлендіруі exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} функциясының 𝑄𝑄(𝑧𝑧) бойынша орташасына тең. 
Кері түрлендіру жасау арқылы 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің 𝑄𝑄(𝑧𝑧) арқылы жазылған өрнегін алуға болады: 
 
                                                

    
 𝜔𝜔(𝑥𝑥) = 1

2𝜋𝜋 ∫〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑                                      (19) 
 
(17) және (19) теңдеулерде СДТ негізделген барлық кванттық‒механикалық есептеулерге 
қажетті деген мәліметтер қамтылған [7, 8]. 

Комплексті стохастылық дифференциалдық теңдеулерді (11)‒теңдеумен зерттелетін 
жалпы жағдайлар үшін жазайық. Ол үшін тағы да (13)‒ға әкелетін шарттар мен көзқарастырды 
басшылыққа алу керек болады. Марктік процестерге арналған СДТ мен ықтималдылық 

(11)‒теңдеудің оң жағындағы қатар тезірек жинақталады деп алып және ℏ бойынша 
құраушылардың бірінші дәрежесі бойынша ғана мүшелерді сақтай отырып төмендегідей 
жуықталған теңдеуге өте аламыз: 

                                            
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑖𝑖ℏ

2
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2                             (12) 

Бұл теңдеу құрылымы жағынан диффузиялық марктік процеске арналған белгілі 
Фокер‒Планк теңдеуіне (ФПТ) сәйкес келетінін және (11) мен (12) теңдеулер комплекстік 
екендігін айта кетуіміз керек. (12)‒теңдеудің көмегімен кездейсоқ процестер мен 
квазиықтималдылық функциясының арасындағы байланыстарға баға беруге болады, ол үшін 
осы теңдеуге сәйкес келетін СДТ алуды қарастырамыз. ФПТ оң мәнді диффузия 
коэффициенттері СДТ береді: 
 

                              𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡) ,  𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑 + (1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2)) 𝜂𝜂(𝑡𝑡)                (13) 

 
Мұндағы 𝜉𝜉 және 𝜂𝜂‒гаусстық дельта‒корреляцияланған кездейсоқ көздер; 

 
                                                          〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ

2𝑚𝑚 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                      (14) 

                                                       〈𝜂𝜂(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ
2 |𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2| 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                (15) 
                                                〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = 0,  𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖,  𝑝𝑝𝑧𝑧 = 𝑝𝑝𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑝𝑝𝑦𝑦                           (16) 
 

Айта кетуіміз керек, ℏ = 0 шартында (13)‒теңдеулер комплекстілік табиғаты жойылады 
да Ньютонның классикалық теңдеуіне ауысады, ал 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясы болса Лиувилл теңдеуін 
қанағаттандыратын нақты функцияға айналады. Ал, ℏ ≠ 0 болған жағдайда (13)‒комплексті 
СДТ үлестірі функциясы 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧) болатын диффузиялық марктік процесті сипаттайтын 
болады, әрине бұл жерде 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)‒кәдуілгі ықтималдылық мағынасындағы (нақты және теріс 
емес) және ФПТ қанағаттандыратын функция. Ол квазиықтималдылықпен мына түрде 
байланысқан: 
 
                                   ∫ 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝐿𝐿(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑝𝑝𝑧𝑧                                  (17) 
 

Егер де 𝐿𝐿(𝑥𝑥) = exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} болса (𝜆𝜆‒параметр), онда теңдіктің оң жағындағы 𝜔𝜔(𝑥𝑥) =
𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) үлгісінде квантты‒механикалық орташа үшін төмендегідей нәтиже аламыз: 
 
                                ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜔𝜔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑄𝑄(𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧 = 〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄                            (18) 
 
яғни, 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің Фурье түрлендіруі exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} функциясының 𝑄𝑄(𝑧𝑧) бойынша орташасына тең. 
Кері түрлендіру жасау арқылы 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің 𝑄𝑄(𝑧𝑧) арқылы жазылған өрнегін алуға болады: 
 
                                                

    
 𝜔𝜔(𝑥𝑥) = 1

2𝜋𝜋 ∫〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑                                      (19) 
 
(17) және (19) теңдеулерде СДТ негізделген барлық кванттық‒механикалық есептеулерге 
қажетті деген мәліметтер қамтылған [7, 8]. 

Комплексті стохастылық дифференциалдық теңдеулерді (11)‒теңдеумен зерттелетін 
жалпы жағдайлар үшін жазайық. Ол үшін тағы да (13)‒ға әкелетін шарттар мен көзқарастырды 
басшылыққа алу керек болады. Марктік процестерге арналған СДТ мен ықтималдылық 

(11)‒теңдеудің оң жағындағы қатар тезірек жинақталады деп алып және ℏ бойынша 
құраушылардың бірінші дәрежесі бойынша ғана мүшелерді сақтай отырып төмендегідей 
жуықталған теңдеуге өте аламыз: 

                                            
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑝𝑝

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑖𝑖ℏ

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑖𝑖ℏ

2
𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝜕𝜕2𝜔𝜔
𝜕𝜕𝜕𝜕2                             (12) 

Бұл теңдеу құрылымы жағынан диффузиялық марктік процеске арналған белгілі 
Фокер‒Планк теңдеуіне (ФПТ) сәйкес келетінін және (11) мен (12) теңдеулер комплекстік 
екендігін айта кетуіміз керек. (12)‒теңдеудің көмегімен кездейсоқ процестер мен 
квазиықтималдылық функциясының арасындағы байланыстарға баға беруге болады, ол үшін 
осы теңдеуге сәйкес келетін СДТ алуды қарастырамыз. ФПТ оң мәнді диффузия 
коэффициенттері СДТ береді: 
 

                              𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡) ,  𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑 + (1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑑𝑑2𝑈𝑈
𝑑𝑑𝑑𝑑2)) 𝜂𝜂(𝑡𝑡)                (13) 

 
Мұндағы 𝜉𝜉 және 𝜂𝜂‒гаусстық дельта‒корреляцияланған кездейсоқ көздер; 

 
                                                          〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜉𝜉(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ

2𝑚𝑚 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                      (14) 

                                                       〈𝜂𝜂(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = ℏ
2 |𝑑𝑑2𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑2| 𝛿𝛿(𝜏𝜏)                                                (15) 
                                                〈𝜉𝜉(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏)〉 = 0,  𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖,  𝑝𝑝𝑧𝑧 = 𝑝𝑝𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑝𝑝𝑦𝑦                           (16) 
 

Айта кетуіміз керек, ℏ = 0 шартында (13)‒теңдеулер комплекстілік табиғаты жойылады 
да Ньютонның классикалық теңдеуіне ауысады, ал 𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) функциясы болса Лиувилл теңдеуін 
қанағаттандыратын нақты функцияға айналады. Ал, ℏ ≠ 0 болған жағдайда (13)‒комплексті 
СДТ үлестірі функциясы 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧) болатын диффузиялық марктік процесті сипаттайтын 
болады, әрине бұл жерде 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)‒кәдуілгі ықтималдылық мағынасындағы (нақты және теріс 
емес) және ФПТ қанағаттандыратын функция. Ол квазиықтималдылықпен мына түрде 
байланысқан: 
 
                                   ∫ 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝜔𝜔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝐿𝐿(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝑝𝑝𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑝𝑝𝑧𝑧                                  (17) 
 

Егер де 𝐿𝐿(𝑥𝑥) = exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} болса (𝜆𝜆‒параметр), онда теңдіктің оң жағындағы 𝜔𝜔(𝑥𝑥) =
𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) үлгісінде квантты‒механикалық орташа үшін төмендегідей нәтиже аламыз: 
 
                                ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜔𝜔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑄𝑄(𝑧𝑧)𝑑𝑑2𝑧𝑧 = 〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄                            (18) 
 
яғни, 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің Фурье түрлендіруі exp{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖} функциясының 𝑄𝑄(𝑧𝑧) бойынша орташасына тең. 
Кері түрлендіру жасау арқылы 𝜔𝜔(𝑥𝑥)‒тің 𝑄𝑄(𝑧𝑧) арқылы жазылған өрнегін алуға болады: 
 
                                                

    
 𝜔𝜔(𝑥𝑥) = 1

2𝜋𝜋 ∫〈exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)〉𝑄𝑄exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑                                      (19) 
 
(17) және (19) теңдеулерде СДТ негізделген барлық кванттық‒механикалық есептеулерге 
қажетті деген мәліметтер қамтылған [7, 8]. 

Комплексті стохастылық дифференциалдық теңдеулерді (11)‒теңдеумен зерттелетін 
жалпы жағдайлар үшін жазайық. Ол үшін тағы да (13)‒ға әкелетін шарттар мен көзқарастырды 
басшылыққа алу керек болады. Марктік процестерге арналған СДТ мен ықтималдылық 

тығыздығының бірөлшемді теңдеуі арасындағы сәйкестілік ережелерін қолдану арқылы 
төмендегідей нәтижелерге қол жеткізуге болады:  
    
                                                                   𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧

𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡)                                                     (20) 
 
                                                              𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∑ Φ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝜂𝜂𝑠𝑠
𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 (𝑡𝑡)                                          (21) 

 
Бірінші тұрған (20)‒теңдеу потенциялдың түр‒сипатына тәуелсіз және ол бұрынғы 

кейпін өзгертпеді (13‒тің бірінші теңдеуіне қараңыз), себебі (11)‒теңдеуде 𝑥𝑥 бойынша 
алынатын туындылар екінші дәрежеден аспады. (21)‒теңдеу болса жалпы саны 𝑀𝑀 тәуелсіз 
дельта‒корреляцияларға тәуелді болып қалды. Бұл теңдеудегі 𝑀𝑀 және 𝛷𝛷𝑧𝑧 шамалары барлық 
𝑛𝑛 ≥ 2 үшін төмендегі теңдікті қанағаттандыра алады:  
 

                                                  − (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈(𝑧𝑧)
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑛𝑛 = ∑ 𝐷𝐷𝑛𝑛,𝑠𝑠

𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 Φ𝑠𝑠

𝑛𝑛(𝑧𝑧)                                             (22) 
Әрі қарай  

                                                              𝜓𝜓 ∼ 1
√𝑝𝑝 exp {± (𝑖𝑖

ℏ) ∫ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝},                                                (23) 
  

                                                            𝑝𝑝 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑥𝑥))                                                       (24) 

  
түрдегі толқындық функция жағдайындағы квазиклассикалық СДТ шығарып алу 

мәселесін шешуді қарастыратын боламыз. Бұларды (14)‒теңдеулермен салыстырсақ, тек 
(14в)‒мен ғана айырмашылығы бар. (24)‒ті 𝑝𝑝𝑧𝑧 үшін жазайық: 
 

                                                             𝑝𝑝𝑧𝑧 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑧𝑧))                                                     (25) 

 
Бұл шаманы бірмәнді етіп анықтау жолында мынадай қиындықтар [9] кездеседі: 

берілген бастапқы шарттарда екі түрлі уақыт мезеттері үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧‒тің екі түрлі мәндері сәйкес 
келеді. Осындай екі ұштылықты (бір мәнсіздікті) жою үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑧𝑧)‒тен  𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑡𝑡)‒ға ауысу керек 
болады. (25)‒ті уақыт бойынша дифференциалдаған соң (20)‒ны ескеретін болсақ, нәтижеде: 
 

                                             𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = −𝑚𝑚(𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 )𝑧̇𝑧

±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸−𝑈𝑈(𝑧𝑧))
= − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                                        (26) 

 
Осыны (20)‒мен біріктіру арқылы квазиклассикалық жағдайдағы қозғалыс 

теңдеулерінің жүйесін аламыз: 

                                        𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡),     𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                               (27) 

 
Бұл теңдеулерде энергия‒комплекстік 𝑧𝑧 және 𝑝𝑝𝑧𝑧 шамаларының функциясы, яғни 

теңдеулердің әрбір шешімдерінде 𝐸𝐸 = 𝑝𝑝𝑧𝑧2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑧𝑧) шамасы тұрақты болып отырады. Ал, (13) 
және (14)‒стохастық дифференциалдық теңдеулерінде комплексті фазалық кеңістіктегі әрбір 
траекторияның бойындағы энергияның флуктуациялары ескерілген.  
   Енді, осыған дейін алынған нәтижелерді жан‒жақты талқылап өтейік. Комплексті фазалық 
кеңістіктегі стохастылық траекториялар  𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑝𝑝𝑥𝑥, 𝑝𝑝𝑦𝑦, 𝑡𝑡)‒ықтималдылық функциясының 

тығыздығының бірөлшемді теңдеуі арасындағы сәйкестілік ережелерін қолдану арқылы 
төмендегідей нәтижелерге қол жеткізуге болады:  
    
                                                                   𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧

𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡)                                                     (20) 
 
                                                              𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∑ Φ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝜂𝜂𝑠𝑠
𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 (𝑡𝑡)                                          (21) 

 
Бірінші тұрған (20)‒теңдеу потенциялдың түр‒сипатына тәуелсіз және ол бұрынғы 

кейпін өзгертпеді (13‒тің бірінші теңдеуіне қараңыз), себебі (11)‒теңдеуде 𝑥𝑥 бойынша 
алынатын туындылар екінші дәрежеден аспады. (21)‒теңдеу болса жалпы саны 𝑀𝑀 тәуелсіз 
дельта‒корреляцияларға тәуелді болып қалды. Бұл теңдеудегі 𝑀𝑀 және 𝛷𝛷𝑧𝑧 шамалары барлық 
𝑛𝑛 ≥ 2 үшін төмендегі теңдікті қанағаттандыра алады:  
 

                                                  − (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈(𝑧𝑧)
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑛𝑛 = ∑ 𝐷𝐷𝑛𝑛,𝑠𝑠

𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 Φ𝑠𝑠

𝑛𝑛(𝑧𝑧)                                             (22) 
Әрі қарай  

                                                              𝜓𝜓 ∼ 1
√𝑝𝑝 exp {± (𝑖𝑖

ℏ) ∫ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝},                                                (23) 
  

                                                            𝑝𝑝 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑥𝑥))                                                       (24) 

  
түрдегі толқындық функция жағдайындағы квазиклассикалық СДТ шығарып алу 

мәселесін шешуді қарастыратын боламыз. Бұларды (14)‒теңдеулермен салыстырсақ, тек 
(14в)‒мен ғана айырмашылығы бар. (24)‒ті 𝑝𝑝𝑧𝑧 үшін жазайық: 
 

                                                             𝑝𝑝𝑧𝑧 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑧𝑧))                                                     (25) 

 
Бұл шаманы бірмәнді етіп анықтау жолында мынадай қиындықтар [9] кездеседі: 

берілген бастапқы шарттарда екі түрлі уақыт мезеттері үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧‒тің екі түрлі мәндері сәйкес 
келеді. Осындай екі ұштылықты (бір мәнсіздікті) жою үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑧𝑧)‒тен  𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑡𝑡)‒ға ауысу керек 
болады. (25)‒ті уақыт бойынша дифференциалдаған соң (20)‒ны ескеретін болсақ, нәтижеде: 
 

                                             𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = −𝑚𝑚(𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 )𝑧̇𝑧

±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸−𝑈𝑈(𝑧𝑧))
= − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                                        (26) 

 
Осыны (20)‒мен біріктіру арқылы квазиклассикалық жағдайдағы қозғалыс 

теңдеулерінің жүйесін аламыз: 

                                        𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡),     𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                               (27) 

 
Бұл теңдеулерде энергия‒комплекстік 𝑧𝑧 және 𝑝𝑝𝑧𝑧 шамаларының функциясы, яғни 

теңдеулердің әрбір шешімдерінде 𝐸𝐸 = 𝑝𝑝𝑧𝑧2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑧𝑧) шамасы тұрақты болып отырады. Ал, (13) 
және (14)‒стохастық дифференциалдық теңдеулерінде комплексті фазалық кеңістіктегі әрбір 
траекторияның бойындағы энергияның флуктуациялары ескерілген.  
   Енді, осыған дейін алынған нәтижелерді жан‒жақты талқылап өтейік. Комплексті фазалық 
кеңістіктегі стохастылық траекториялар  𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑝𝑝𝑥𝑥, 𝑝𝑝𝑦𝑦, 𝑡𝑡)‒ықтималдылық функциясының 
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тәуелсіз дельта‒корреляцияларға тәуелді болып қалды. Бұл теңдеудегі M және Φz 
шамалары барлық n≥2 үшін төмендегі теңдікті қанағаттандыра алады: 

                                      (22)

Әрі қарай 
                                                       (23)

	
                                                    (24)

 
түрдегі толқындық функция жағдайындағы квазиклассикалық СДТ шығарып алу 

мәселесін шешуді қарастыратын боламыз. Бұларды (14)‒теңдеулермен салыстырсақ, 
тек (14в)‒мен ғана айырмашылығы бар. (24)‒ті pz үшін жазайық:

                                                            (25)

Бұл шаманы бірмәнді етіп анықтау жолында мынадай қиындықтар [9] кездеседі: 
берілген бастапқы шарттарда екі түрлі уақыт мезеттері үшін pz‒тің екі түрлі мәндері 
сәйкес келеді. Осындай екі ұштылықты (бір мәнсіздікті) жою үшін pz (z)-тен  pz (t)-ға 
ауысу керек болады. (25)-ті уақыт бойынша дифференциалдаған соң (20)-ны ескеретін 
болсақ, нәтижеде:

                                      (26)

Осыны (20)‒мен біріктіру арқылы квазиклассикалық жағдайдағы қозғалыс теңдеуле-
рінің жүйесін аламыз:

                      (27)

Бұл теңдеулерде энергия‒комплекстік z және pz шамаларының функциясы, яғни 
теңдеулердің әрбір шешімдерінде 

тығыздығының бірөлшемді теңдеуі арасындағы сәйкестілік ережелерін қолдану арқылы 
төмендегідей нәтижелерге қол жеткізуге болады:  
    
                                                                   𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧

𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡)                                                     (20) 
 
                                                              𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∑ Φ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝜂𝜂𝑠𝑠
𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 (𝑡𝑡)                                          (21) 

 
Бірінші тұрған (20)‒теңдеу потенциялдың түр‒сипатына тәуелсіз және ол бұрынғы 

кейпін өзгертпеді (13‒тің бірінші теңдеуіне қараңыз), себебі (11)‒теңдеуде 𝑥𝑥 бойынша 
алынатын туындылар екінші дәрежеден аспады. (21)‒теңдеу болса жалпы саны 𝑀𝑀 тәуелсіз 
дельта‒корреляцияларға тәуелді болып қалды. Бұл теңдеудегі 𝑀𝑀 және 𝛷𝛷𝑧𝑧 шамалары барлық 
𝑛𝑛 ≥ 2 үшін төмендегі теңдікті қанағаттандыра алады:  
 

                                                  − (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈(𝑧𝑧)
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑛𝑛 = ∑ 𝐷𝐷𝑛𝑛,𝑠𝑠

𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 Φ𝑠𝑠

𝑛𝑛(𝑧𝑧)                                             (22) 
Әрі қарай  

                                                              𝜓𝜓 ∼ 1
√𝑝𝑝 exp {± (𝑖𝑖

ℏ) ∫ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝},                                                (23) 
  

                                                            𝑝𝑝 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑥𝑥))                                                       (24) 

  
түрдегі толқындық функция жағдайындағы квазиклассикалық СДТ шығарып алу 

мәселесін шешуді қарастыратын боламыз. Бұларды (14)‒теңдеулермен салыстырсақ, тек 
(14в)‒мен ғана айырмашылығы бар. (24)‒ті 𝑝𝑝𝑧𝑧 үшін жазайық: 
 

                                                             𝑝𝑝𝑧𝑧 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑧𝑧))                                                     (25) 

 
Бұл шаманы бірмәнді етіп анықтау жолында мынадай қиындықтар [9] кездеседі: 

берілген бастапқы шарттарда екі түрлі уақыт мезеттері үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧‒тің екі түрлі мәндері сәйкес 
келеді. Осындай екі ұштылықты (бір мәнсіздікті) жою үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑧𝑧)‒тен  𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑡𝑡)‒ға ауысу керек 
болады. (25)‒ті уақыт бойынша дифференциалдаған соң (20)‒ны ескеретін болсақ, нәтижеде: 
 

                                             𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = −𝑚𝑚(𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 )𝑧̇𝑧

±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸−𝑈𝑈(𝑧𝑧))
= − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                                        (26) 

 
Осыны (20)‒мен біріктіру арқылы квазиклассикалық жағдайдағы қозғалыс 

теңдеулерінің жүйесін аламыз: 

                                        𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡),     𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                               (27) 

 
Бұл теңдеулерде энергия‒комплекстік 𝑧𝑧 және 𝑝𝑝𝑧𝑧 шамаларының функциясы, яғни 

теңдеулердің әрбір шешімдерінде 𝐸𝐸 = 𝑝𝑝𝑧𝑧2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑧𝑧) шамасы тұрақты болып отырады. Ал, (13) 
және (14)‒стохастық дифференциалдық теңдеулерінде комплексті фазалық кеңістіктегі әрбір 
траекторияның бойындағы энергияның флуктуациялары ескерілген.  
   Енді, осыған дейін алынған нәтижелерді жан‒жақты талқылап өтейік. Комплексті фазалық 
кеңістіктегі стохастылық траекториялар  𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑝𝑝𝑥𝑥, 𝑝𝑝𝑦𝑦, 𝑡𝑡)‒ықтималдылық функциясының 

 шамасы тұрақты болып отырады. 
Ал, (13) және (14)‒стохастық дифференциалдық теңдеулерінде комплексті фазалық 
кеңістіктегі әрбір траекторияның бойындағы энергияның флуктуациялары ескерілген. 

Енді, осыған дейін алынған нәтижелерді жан‒жақты талқылап өтейік. Комплексті 
фазалық кеңістіктегі стохастылық траекториялар  Q(x,y,px,py,t)‒ықтималдылық функ-
циясының уақыт бойынша өзгеру қарқынын модельдеп бере алады, ал өз кезегінде 
Q(x,y,px,py,t) функциясы болса, (19)-ға сәйкес, тығыздық матрицасына эк-вивалентті 
квазиықтималдылық функциясының эволюциясына (ω(x,p,t)) қолдау көрсетеді. 
Ықтималдылық амплитудасынсыз-ақ барлық түрдегі квантты-механикалық 
орташаларды Q арқылы шығарып алуға болады [10, 11]. (13), (14) және (26)‒теңдеу-
лерінің шешімдерін анықтау үшін алдымен бұл теңдеулерге қойылатын бастапқы 
шарттарды белгілеп алуымыз қажет. СДТ үлестірім функциясының ағымына (өзгеру 

тығыздығының бірөлшемді теңдеуі арасындағы сәйкестілік ережелерін қолдану арқылы 
төмендегідей нәтижелерге қол жеткізуге болады:  
    
                                                                   𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧

𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡)                                                     (20) 
 
                                                              𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∑ Φ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝜂𝜂𝑠𝑠
𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 (𝑡𝑡)                                          (21) 

 
Бірінші тұрған (20)‒теңдеу потенциялдың түр‒сипатына тәуелсіз және ол бұрынғы 

кейпін өзгертпеді (13‒тің бірінші теңдеуіне қараңыз), себебі (11)‒теңдеуде 𝑥𝑥 бойынша 
алынатын туындылар екінші дәрежеден аспады. (21)‒теңдеу болса жалпы саны 𝑀𝑀 тәуелсіз 
дельта‒корреляцияларға тәуелді болып қалды. Бұл теңдеудегі 𝑀𝑀 және 𝛷𝛷𝑧𝑧 шамалары барлық 
𝑛𝑛 ≥ 2 үшін төмендегі теңдікті қанағаттандыра алады:  
 

                                                  − (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈(𝑧𝑧)
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑛𝑛 = ∑ 𝐷𝐷𝑛𝑛,𝑠𝑠

𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 Φ𝑠𝑠

𝑛𝑛(𝑧𝑧)                                             (22) 
Әрі қарай  

                                                              𝜓𝜓 ∼ 1
√𝑝𝑝 exp {± (𝑖𝑖

ℏ) ∫ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝},                                                (23) 
  

                                                            𝑝𝑝 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑥𝑥))                                                       (24) 

  
түрдегі толқындық функция жағдайындағы квазиклассикалық СДТ шығарып алу 

мәселесін шешуді қарастыратын боламыз. Бұларды (14)‒теңдеулермен салыстырсақ, тек 
(14в)‒мен ғана айырмашылығы бар. (24)‒ті 𝑝𝑝𝑧𝑧 үшін жазайық: 
 

                                                             𝑝𝑝𝑧𝑧 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑧𝑧))                                                     (25) 

 
Бұл шаманы бірмәнді етіп анықтау жолында мынадай қиындықтар [9] кездеседі: 

берілген бастапқы шарттарда екі түрлі уақыт мезеттері үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧‒тің екі түрлі мәндері сәйкес 
келеді. Осындай екі ұштылықты (бір мәнсіздікті) жою үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑧𝑧)‒тен  𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑡𝑡)‒ға ауысу керек 
болады. (25)‒ті уақыт бойынша дифференциалдаған соң (20)‒ны ескеретін болсақ, нәтижеде: 
 

                                             𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = −𝑚𝑚(𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 )𝑧̇𝑧

±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸−𝑈𝑈(𝑧𝑧))
= − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                                        (26) 

 
Осыны (20)‒мен біріктіру арқылы квазиклассикалық жағдайдағы қозғалыс 

теңдеулерінің жүйесін аламыз: 

                                        𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡),     𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                               (27) 

 
Бұл теңдеулерде энергия‒комплекстік 𝑧𝑧 және 𝑝𝑝𝑧𝑧 шамаларының функциясы, яғни 

теңдеулердің әрбір шешімдерінде 𝐸𝐸 = 𝑝𝑝𝑧𝑧2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑧𝑧) шамасы тұрақты болып отырады. Ал, (13) 
және (14)‒стохастық дифференциалдық теңдеулерінде комплексті фазалық кеңістіктегі әрбір 
траекторияның бойындағы энергияның флуктуациялары ескерілген.  
   Енді, осыған дейін алынған нәтижелерді жан‒жақты талқылап өтейік. Комплексті фазалық 
кеңістіктегі стохастылық траекториялар  𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑝𝑝𝑥𝑥, 𝑝𝑝𝑦𝑦, 𝑡𝑡)‒ықтималдылық функциясының 

тығыздығының бірөлшемді теңдеуі арасындағы сәйкестілік ережелерін қолдану арқылы 
төмендегідей нәтижелерге қол жеткізуге болады:  
    
                                                                   𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧

𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡)                                                     (20) 
 
                                                              𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∑ Φ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝜂𝜂𝑠𝑠
𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 (𝑡𝑡)                                          (21) 

 
Бірінші тұрған (20)‒теңдеу потенциялдың түр‒сипатына тәуелсіз және ол бұрынғы 

кейпін өзгертпеді (13‒тің бірінші теңдеуіне қараңыз), себебі (11)‒теңдеуде 𝑥𝑥 бойынша 
алынатын туындылар екінші дәрежеден аспады. (21)‒теңдеу болса жалпы саны 𝑀𝑀 тәуелсіз 
дельта‒корреляцияларға тәуелді болып қалды. Бұл теңдеудегі 𝑀𝑀 және 𝛷𝛷𝑧𝑧 шамалары барлық 
𝑛𝑛 ≥ 2 үшін төмендегі теңдікті қанағаттандыра алады:  
 

                                                  − (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈(𝑧𝑧)
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑛𝑛 = ∑ 𝐷𝐷𝑛𝑛,𝑠𝑠

𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 Φ𝑠𝑠

𝑛𝑛(𝑧𝑧)                                             (22) 
Әрі қарай  

                                                              𝜓𝜓 ∼ 1
√𝑝𝑝 exp {± (𝑖𝑖

ℏ) ∫ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝},                                                (23) 
  

                                                            𝑝𝑝 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑥𝑥))                                                       (24) 

  
түрдегі толқындық функция жағдайындағы квазиклассикалық СДТ шығарып алу 

мәселесін шешуді қарастыратын боламыз. Бұларды (14)‒теңдеулермен салыстырсақ, тек 
(14в)‒мен ғана айырмашылығы бар. (24)‒ті 𝑝𝑝𝑧𝑧 үшін жазайық: 
 

                                                             𝑝𝑝𝑧𝑧 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑧𝑧))                                                     (25) 

 
Бұл шаманы бірмәнді етіп анықтау жолында мынадай қиындықтар [9] кездеседі: 

берілген бастапқы шарттарда екі түрлі уақыт мезеттері үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧‒тің екі түрлі мәндері сәйкес 
келеді. Осындай екі ұштылықты (бір мәнсіздікті) жою үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑧𝑧)‒тен  𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑡𝑡)‒ға ауысу керек 
болады. (25)‒ті уақыт бойынша дифференциалдаған соң (20)‒ны ескеретін болсақ, нәтижеде: 
 

                                             𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = −𝑚𝑚(𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 )𝑧̇𝑧

±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸−𝑈𝑈(𝑧𝑧))
= − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                                        (26) 

 
Осыны (20)‒мен біріктіру арқылы квазиклассикалық жағдайдағы қозғалыс 

теңдеулерінің жүйесін аламыз: 

                                        𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡),     𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                               (27) 

 
Бұл теңдеулерде энергия‒комплекстік 𝑧𝑧 және 𝑝𝑝𝑧𝑧 шамаларының функциясы, яғни 

теңдеулердің әрбір шешімдерінде 𝐸𝐸 = 𝑝𝑝𝑧𝑧2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑧𝑧) шамасы тұрақты болып отырады. Ал, (13) 
және (14)‒стохастық дифференциалдық теңдеулерінде комплексті фазалық кеңістіктегі әрбір 
траекторияның бойындағы энергияның флуктуациялары ескерілген.  
   Енді, осыған дейін алынған нәтижелерді жан‒жақты талқылап өтейік. Комплексті фазалық 
кеңістіктегі стохастылық траекториялар  𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑝𝑝𝑥𝑥, 𝑝𝑝𝑦𝑦, 𝑡𝑡)‒ықтималдылық функциясының 

тығыздығының бірөлшемді теңдеуі арасындағы сәйкестілік ережелерін қолдану арқылы 
төмендегідей нәтижелерге қол жеткізуге болады:  
    
                                                                   𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧

𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡)                                                     (20) 
 
                                                              𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∑ Φ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝜂𝜂𝑠𝑠
𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 (𝑡𝑡)                                          (21) 

 
Бірінші тұрған (20)‒теңдеу потенциялдың түр‒сипатына тәуелсіз және ол бұрынғы 

кейпін өзгертпеді (13‒тің бірінші теңдеуіне қараңыз), себебі (11)‒теңдеуде 𝑥𝑥 бойынша 
алынатын туындылар екінші дәрежеден аспады. (21)‒теңдеу болса жалпы саны 𝑀𝑀 тәуелсіз 
дельта‒корреляцияларға тәуелді болып қалды. Бұл теңдеудегі 𝑀𝑀 және 𝛷𝛷𝑧𝑧 шамалары барлық 
𝑛𝑛 ≥ 2 үшін төмендегі теңдікті қанағаттандыра алады:  
 

                                                  − (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈(𝑧𝑧)
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑛𝑛 = ∑ 𝐷𝐷𝑛𝑛,𝑠𝑠

𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 Φ𝑠𝑠

𝑛𝑛(𝑧𝑧)                                             (22) 
Әрі қарай  

                                                              𝜓𝜓 ∼ 1
√𝑝𝑝 exp {± (𝑖𝑖

ℏ) ∫ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝},                                                (23) 
  

                                                            𝑝𝑝 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑥𝑥))                                                       (24) 

  
түрдегі толқындық функция жағдайындағы квазиклассикалық СДТ шығарып алу 

мәселесін шешуді қарастыратын боламыз. Бұларды (14)‒теңдеулермен салыстырсақ, тек 
(14в)‒мен ғана айырмашылығы бар. (24)‒ті 𝑝𝑝𝑧𝑧 үшін жазайық: 
 

                                                             𝑝𝑝𝑧𝑧 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑧𝑧))                                                     (25) 

 
Бұл шаманы бірмәнді етіп анықтау жолында мынадай қиындықтар [9] кездеседі: 

берілген бастапқы шарттарда екі түрлі уақыт мезеттері үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧‒тің екі түрлі мәндері сәйкес 
келеді. Осындай екі ұштылықты (бір мәнсіздікті) жою үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑧𝑧)‒тен  𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑡𝑡)‒ға ауысу керек 
болады. (25)‒ті уақыт бойынша дифференциалдаған соң (20)‒ны ескеретін болсақ, нәтижеде: 
 

                                             𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = −𝑚𝑚(𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 )𝑧̇𝑧

±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸−𝑈𝑈(𝑧𝑧))
= − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                                        (26) 

 
Осыны (20)‒мен біріктіру арқылы квазиклассикалық жағдайдағы қозғалыс 

теңдеулерінің жүйесін аламыз: 

                                        𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡),     𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                               (27) 

 
Бұл теңдеулерде энергия‒комплекстік 𝑧𝑧 және 𝑝𝑝𝑧𝑧 шамаларының функциясы, яғни 

теңдеулердің әрбір шешімдерінде 𝐸𝐸 = 𝑝𝑝𝑧𝑧2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑧𝑧) шамасы тұрақты болып отырады. Ал, (13) 
және (14)‒стохастық дифференциалдық теңдеулерінде комплексті фазалық кеңістіктегі әрбір 
траекторияның бойындағы энергияның флуктуациялары ескерілген.  
   Енді, осыған дейін алынған нәтижелерді жан‒жақты талқылап өтейік. Комплексті фазалық 
кеңістіктегі стохастылық траекториялар  𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑝𝑝𝑥𝑥, 𝑝𝑝𝑦𝑦, 𝑡𝑡)‒ықтималдылық функциясының 

тығыздығының бірөлшемді теңдеуі арасындағы сәйкестілік ережелерін қолдану арқылы 
төмендегідей нәтижелерге қол жеткізуге болады:  
    
                                                                   𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧

𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡)                                                     (20) 
 
                                                              𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∑ Φ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝜂𝜂𝑠𝑠
𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 (𝑡𝑡)                                          (21) 

 
Бірінші тұрған (20)‒теңдеу потенциялдың түр‒сипатына тәуелсіз және ол бұрынғы 

кейпін өзгертпеді (13‒тің бірінші теңдеуіне қараңыз), себебі (11)‒теңдеуде 𝑥𝑥 бойынша 
алынатын туындылар екінші дәрежеден аспады. (21)‒теңдеу болса жалпы саны 𝑀𝑀 тәуелсіз 
дельта‒корреляцияларға тәуелді болып қалды. Бұл теңдеудегі 𝑀𝑀 және 𝛷𝛷𝑧𝑧 шамалары барлық 
𝑛𝑛 ≥ 2 үшін төмендегі теңдікті қанағаттандыра алады:  
 

                                                  − (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈(𝑧𝑧)
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑛𝑛 = ∑ 𝐷𝐷𝑛𝑛,𝑠𝑠

𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 Φ𝑠𝑠

𝑛𝑛(𝑧𝑧)                                             (22) 
Әрі қарай  

                                                              𝜓𝜓 ∼ 1
√𝑝𝑝 exp {± (𝑖𝑖

ℏ) ∫ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝},                                                (23) 
  

                                                            𝑝𝑝 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑥𝑥))                                                       (24) 

  
түрдегі толқындық функция жағдайындағы квазиклассикалық СДТ шығарып алу 

мәселесін шешуді қарастыратын боламыз. Бұларды (14)‒теңдеулермен салыстырсақ, тек 
(14в)‒мен ғана айырмашылығы бар. (24)‒ті 𝑝𝑝𝑧𝑧 үшін жазайық: 
 

                                                             𝑝𝑝𝑧𝑧 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑧𝑧))                                                     (25) 

 
Бұл шаманы бірмәнді етіп анықтау жолында мынадай қиындықтар [9] кездеседі: 

берілген бастапқы шарттарда екі түрлі уақыт мезеттері үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧‒тің екі түрлі мәндері сәйкес 
келеді. Осындай екі ұштылықты (бір мәнсіздікті) жою үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑧𝑧)‒тен  𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑡𝑡)‒ға ауысу керек 
болады. (25)‒ті уақыт бойынша дифференциалдаған соң (20)‒ны ескеретін болсақ, нәтижеде: 
 

                                             𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = −𝑚𝑚(𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 )𝑧̇𝑧

±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸−𝑈𝑈(𝑧𝑧))
= − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                                        (26) 

 
Осыны (20)‒мен біріктіру арқылы квазиклассикалық жағдайдағы қозғалыс 

теңдеулерінің жүйесін аламыз: 

                                        𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡),     𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                               (27) 

 
Бұл теңдеулерде энергия‒комплекстік 𝑧𝑧 және 𝑝𝑝𝑧𝑧 шамаларының функциясы, яғни 

теңдеулердің әрбір шешімдерінде 𝐸𝐸 = 𝑝𝑝𝑧𝑧2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑧𝑧) шамасы тұрақты болып отырады. Ал, (13) 
және (14)‒стохастық дифференциалдық теңдеулерінде комплексті фазалық кеңістіктегі әрбір 
траекторияның бойындағы энергияның флуктуациялары ескерілген.  
   Енді, осыған дейін алынған нәтижелерді жан‒жақты талқылап өтейік. Комплексті фазалық 
кеңістіктегі стохастылық траекториялар  𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑝𝑝𝑥𝑥, 𝑝𝑝𝑦𝑦, 𝑡𝑡)‒ықтималдылық функциясының 

тығыздығының бірөлшемді теңдеуі арасындағы сәйкестілік ережелерін қолдану арқылы 
төмендегідей нәтижелерге қол жеткізуге болады:  
    
                                                                   𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧

𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡)                                                     (20) 
 
                                                              𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∑ Φ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝜂𝜂𝑠𝑠
𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 (𝑡𝑡)                                          (21) 

 
Бірінші тұрған (20)‒теңдеу потенциялдың түр‒сипатына тәуелсіз және ол бұрынғы 

кейпін өзгертпеді (13‒тің бірінші теңдеуіне қараңыз), себебі (11)‒теңдеуде 𝑥𝑥 бойынша 
алынатын туындылар екінші дәрежеден аспады. (21)‒теңдеу болса жалпы саны 𝑀𝑀 тәуелсіз 
дельта‒корреляцияларға тәуелді болып қалды. Бұл теңдеудегі 𝑀𝑀 және 𝛷𝛷𝑧𝑧 шамалары барлық 
𝑛𝑛 ≥ 2 үшін төмендегі теңдікті қанағаттандыра алады:  
 

                                                  − (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈(𝑧𝑧)
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑛𝑛 = ∑ 𝐷𝐷𝑛𝑛,𝑠𝑠

𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 Φ𝑠𝑠

𝑛𝑛(𝑧𝑧)                                             (22) 
Әрі қарай  

                                                              𝜓𝜓 ∼ 1
√𝑝𝑝 exp {± (𝑖𝑖

ℏ) ∫ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝},                                                (23) 
  

                                                            𝑝𝑝 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑥𝑥))                                                       (24) 

  
түрдегі толқындық функция жағдайындағы квазиклассикалық СДТ шығарып алу 

мәселесін шешуді қарастыратын боламыз. Бұларды (14)‒теңдеулермен салыстырсақ, тек 
(14в)‒мен ғана айырмашылығы бар. (24)‒ті 𝑝𝑝𝑧𝑧 үшін жазайық: 
 

                                                             𝑝𝑝𝑧𝑧 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑧𝑧))                                                     (25) 

 
Бұл шаманы бірмәнді етіп анықтау жолында мынадай қиындықтар [9] кездеседі: 

берілген бастапқы шарттарда екі түрлі уақыт мезеттері үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧‒тің екі түрлі мәндері сәйкес 
келеді. Осындай екі ұштылықты (бір мәнсіздікті) жою үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑧𝑧)‒тен  𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑡𝑡)‒ға ауысу керек 
болады. (25)‒ті уақыт бойынша дифференциалдаған соң (20)‒ны ескеретін болсақ, нәтижеде: 
 

                                             𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = −𝑚𝑚(𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 )𝑧̇𝑧

±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸−𝑈𝑈(𝑧𝑧))
= − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                                        (26) 

 
Осыны (20)‒мен біріктіру арқылы квазиклассикалық жағдайдағы қозғалыс 

теңдеулерінің жүйесін аламыз: 

                                        𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡),     𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                               (27) 

 
Бұл теңдеулерде энергия‒комплекстік 𝑧𝑧 және 𝑝𝑝𝑧𝑧 шамаларының функциясы, яғни 

теңдеулердің әрбір шешімдерінде 𝐸𝐸 = 𝑝𝑝𝑧𝑧2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑧𝑧) шамасы тұрақты болып отырады. Ал, (13) 
және (14)‒стохастық дифференциалдық теңдеулерінде комплексті фазалық кеңістіктегі әрбір 
траекторияның бойындағы энергияның флуктуациялары ескерілген.  
   Енді, осыған дейін алынған нәтижелерді жан‒жақты талқылап өтейік. Комплексті фазалық 
кеңістіктегі стохастылық траекториялар  𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑝𝑝𝑥𝑥, 𝑝𝑝𝑦𝑦, 𝑡𝑡)‒ықтималдылық функциясының 

тығыздығының бірөлшемді теңдеуі арасындағы сәйкестілік ережелерін қолдану арқылы 
төмендегідей нәтижелерге қол жеткізуге болады:  
    
                                                                   𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧

𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡)                                                     (20) 
 
                                                              𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∑ Φ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝜂𝜂𝑠𝑠
𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 (𝑡𝑡)                                          (21) 

 
Бірінші тұрған (20)‒теңдеу потенциялдың түр‒сипатына тәуелсіз және ол бұрынғы 

кейпін өзгертпеді (13‒тің бірінші теңдеуіне қараңыз), себебі (11)‒теңдеуде 𝑥𝑥 бойынша 
алынатын туындылар екінші дәрежеден аспады. (21)‒теңдеу болса жалпы саны 𝑀𝑀 тәуелсіз 
дельта‒корреляцияларға тәуелді болып қалды. Бұл теңдеудегі 𝑀𝑀 және 𝛷𝛷𝑧𝑧 шамалары барлық 
𝑛𝑛 ≥ 2 үшін төмендегі теңдікті қанағаттандыра алады:  
 

                                                  − (ℏ
𝑖𝑖 )

𝑛𝑛−1 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑈𝑈(𝑧𝑧)
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑛𝑛 = ∑ 𝐷𝐷𝑛𝑛,𝑠𝑠

𝑀𝑀
𝑠𝑠=1 Φ𝑠𝑠

𝑛𝑛(𝑧𝑧)                                             (22) 
Әрі қарай  

                                                              𝜓𝜓 ∼ 1
√𝑝𝑝 exp {± (𝑖𝑖

ℏ) ∫ 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝},                                                (23) 
  

                                                            𝑝𝑝 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑥𝑥))                                                       (24) 

  
түрдегі толқындық функция жағдайындағы квазиклассикалық СДТ шығарып алу 

мәселесін шешуді қарастыратын боламыз. Бұларды (14)‒теңдеулермен салыстырсақ, тек 
(14в)‒мен ғана айырмашылығы бар. (24)‒ті 𝑝𝑝𝑧𝑧 үшін жазайық: 
 

                                                             𝑝𝑝𝑧𝑧 = ±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑈𝑈(𝑧𝑧))                                                     (25) 

 
Бұл шаманы бірмәнді етіп анықтау жолында мынадай қиындықтар [9] кездеседі: 

берілген бастапқы шарттарда екі түрлі уақыт мезеттері үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧‒тің екі түрлі мәндері сәйкес 
келеді. Осындай екі ұштылықты (бір мәнсіздікті) жою үшін 𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑧𝑧)‒тен  𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑡𝑡)‒ға ауысу керек 
болады. (25)‒ті уақыт бойынша дифференциалдаған соң (20)‒ны ескеретін болсақ, нәтижеде: 
 

                                             𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = −𝑚𝑚(𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 )𝑧̇𝑧

±√2𝑚𝑚(𝐸𝐸−𝑈𝑈(𝑧𝑧))
= − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                                        (26) 

 
Осыны (20)‒мен біріктіру арқылы квазиклассикалық жағдайдағы қозғалыс 

теңдеулерінің жүйесін аламыз: 

                                        𝑧̇𝑧 = 𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚 + (1 − 𝑖𝑖)𝜉𝜉(𝑡𝑡),     𝑝̇𝑝𝑧𝑧 = − 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 (1 + 1−𝑖𝑖
𝑝𝑝𝑧𝑧
𝑚𝑚

𝜉𝜉(𝑡𝑡))                               (27) 

 
Бұл теңдеулерде энергия‒комплекстік 𝑧𝑧 және 𝑝𝑝𝑧𝑧 шамаларының функциясы, яғни 

теңдеулердің әрбір шешімдерінде 𝐸𝐸 = 𝑝𝑝𝑧𝑧2

2𝑚𝑚 + 𝑈𝑈(𝑧𝑧) шамасы тұрақты болып отырады. Ал, (13) 
және (14)‒стохастық дифференциалдық теңдеулерінде комплексті фазалық кеңістіктегі әрбір 
траекторияның бойындағы энергияның флуктуациялары ескерілген.  
   Енді, осыған дейін алынған нәтижелерді жан‒жақты талқылап өтейік. Комплексті фазалық 
кеңістіктегі стохастылық траекториялар  𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑝𝑝𝑥𝑥, 𝑝𝑝𝑦𝑦, 𝑡𝑡)‒ықтималдылық функциясының 
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жағдайларына) жауапты болғандықтан, бастапқы шарттар {x0, y0,p0x, p0y} түрдегі 
мәндер жиыны арқылы беріледі де бастапқы күйлерге сәйкес келетін Q{x0,y0,p0x,p0y} 
функцияларының салмағына қарай таралып (бөлініп, үлестіріліп) отырады. Үлестірім 
функциясының t≠0 уақыт мезетіне сәйкес келетін мәнін алу үшін СДТ бастапқы шарт-
тардың жиынындағы әрбір мән үшін шешіп, жиындағы әрбір бастапқы мәнді  ξ және η 
бойынша орталашалап шығу керек. 

Алайда, қарастырылып жатқан бұл мәселе (жағдай, көзқарас, ұстаным) квазиклас-
сикалық жағдайларға өткен кезде анағұрлым жеңілдейді (оңтайланады). Мысалы, екі 
немесе одан да көп бөлшектердің белгілі бір потенциял бойынша әсерлесулеріне қатысты 
есепте бөлшектің бастапқы күйін фазалық кеңістіктегі бір ғана нүкте арқылы сипаттауға  
болады. Осыған байланысты, көп бөлшекті жүйеге арналған Ньютон теңдеуін шешуге 
негізделген молекулалық динамика және классикалық траекториялар тәсілдерін 
кванттық механика үшін пайдалансақ кванттық механиканың стохасты сипатын едәуір 
ашып көрсету мәселесі айқынырақ шешілері анық. Бұл тәсілдерді кванттық әлемге 
қолдану кезінде оларды түбегейлі өзгертудің қажеттілігі жоқ, тек нақтылы фазалық 
айнымалыларды комплексті айнымалылармен алмастырып, алынған комплексті 
сипаттағы қозғалыс теңдеулеріне ξ және η секілді стохастылық құраушыларды қосу 
жеткілікті. 

Қорытынды

Мақала тақырыбына сәйкес кванттық механиканы ықтималдылықтар теориясы 
терминінде көрсетуге қатысты мәселелер өз шешімдерін тапты деп айтуға болады. 
Квантты‒механикалық операторға сәйкес келетін шаманың импульстік көріністегі 
орташасы комплексті квазиықтималдылық функциясы арқылы өрнектелді. Жүйенің 
күйін тығыздық матрицасы арқылы сипатау жағдайындағы квазиықтималдылық 
функциясы анықталды. Осы арқылы Гамильтон операторының классикалық үлгімен 
сәйкес келетін және сәйкес келмейтін сандық көріністегі жазылу үлгісі көрсетілді. 
Стационарлық жағдайға сәйкес келетін квазиықтималдылық функциясы бойынша 
орташаланған өрнектер жазылды. Квазиықтималдылық функциясымен комплексті 
фазалық кеңістіктегі қандай да бір стохастылық процесті сипаттау мүмкіндігі тығыздық 
матрицасына арналған дифференциалдық теңдеу арқылы дәлелденді. Бірқатар 
есептеулердің көмегімен Планк түрақтысының нөлге тең болатын жағдайында бұл 
теңдеу кванттық құбылыстарға арналған Лиувилл теңдеуіне ауысатындығы және 
де квазиықтималдылық функциясының кәдуілгі ықтималдылыққа айналатындығы 
(нақты оң мәнді функция кейпін өтетіндігі) көрсетілді. Ықтималдылық тығыздығының 
теңдеуінен құрылымы жағынан диффузиялық марктік процеске арналған  Фокер‒
Планк теңдеуіне сәйкес келетін жуықталған комплекстік теңдеуге ауысу жағдайлары 
дәлелденді. Кездейсоқ процестер мен квазиықтималдылық функциясының арасындағы 
байланыстарды анықтау үшін алынған комплексті теңдеуге сәйкес келетін және 
кванттық‒механикалық есептеулерге қажетті барлық мәліметтер қамтылған стохасты-
лық дифференциалдық теңдеулер алынды. 

z және p_z шамаларынына қатысты теңдеулердің стационарлығы мен қайтым-
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дылығына тоқталар болсақ, жоғарыда келтірілген көзқарастар стационар шешімдерді 
анықтауды көздемейді, себебі стационарлы бастапқы шарттар алдын-ала беріледі 
(белгілі) деп есептеледі. Егер де стационарлы үлестірім функциясы анықталған болса, 
онда ω(x, p)‒квазиықтималдылық функциясы уақыт бойынша белгісіз күйде қала 
береді. Бұл жағдайда Q(z, pz,t) функциясы стационарлы бола алмайды. Айтылып жатқан 
осы мәселелерді тиянақтай келе мындай қорытынды жасауға болады: классикалық 
процестер секілді кванттық процестер де уақытқа қатысты қайтымды болып келеді, 
яғни |ψ|2-тың өзгеріс заңдылығы арқылы уақыттың бағытын анықтау мүмкін емес. 
Мақала теориялық сипатта болғандықтан, оған сандық әдістер бойынша модель құрылу 
жоспарланбады. Әрине, осындай модель құру арқылы (3), (4) және (11)–өрнектердегі 
параметрлерге сандық өлшемдер беру арқылы квантты–механикалық шамалар мен 
кездейсоқ щамалар арасындағы графиктік тәуелділіктерді көрсетуге болады. Бұларды 
авторлардың алдында тұрған келесі бір мәселелер тізбегі деп қабылдауға болады, яғни 
олар осы тұста айтылған тұжырымдамаларды алдағы уақытта іске асыруға мүдделі. 
Ол үшін мақала тақырыбына сәйкес келетін модел шарттарын құрып алу керек, одан 
соң арнайы алгоритм арқылы кез–келген тәуелділікті дифференциалдық теңдеулердің 
сипаттамалық графиктерін тұрғызуға мүмін болады.

Авторлардың қосқан үлесі
Т.Б. Қоштыбаев ‒ мақаланың теориялық физикаға қатысы болғандықтан, тақырып-

тың  идеясы бойынша жоспарын түзіп, мақала мәтініндегі есептеулердің басым 
көпшілігін орындады. Солардың ішінде атап өтетіндері: квантты‒механикалық опера-
торға тиесілі шаманың импульстік көріністегі бір өлшемді орташа мәнін комплексті 
сипаттағы квазиықтималдылық функциясы арқылы өрнектеу; толқындық функцияның 
ерекшелігіне сәйкестендірілген квазиклассикалық стохастылық дифференциалдық 
теңдеулер және квазиклассикалық жуықтаулардағы қозғалыс теңдеулерінің жүйесін 
шығарып алу және т.с.с Мақаланың талапқа сай рәсімделуіне де атсалысқан. Тақырыпқа 
сай қазіргі заманғы зерттеулерді саралап, әдебиеттер тізімін жасауға үлес қосқан. Ілеспе 
хатты әзірлеп, редакцияға жолдауды іске асыруға да басшылық жасаушы.

Ш. Алиев – мақаланың кіріспе бөлігіне қажетті материалдарды дайындады 
және мақаланың қорытынды бөлімін жазып шықты. Он тоғыз және жиырма екінші 
өрнектердің математикалық есептеулерін жүргізді.

М.Е. Алиева ‒ жүйенің күйі тығыздық матрицасы арқылы сипаталатын жағдай 
үшін квазиықтималдылық функциясының өрнегін есептеп шығаруға атсалысушы. Сол 
арқылы Гамильтон операторының классикалық үлгісімен сәйкес келетін және сәйкес 
келмейтін сандық көрінісін сипаттауды орындаушы Мақаланың талапқа сай рәсімделуіне 
де атсалысқан, аңдатпаның орыс және ағылшын мәтіндерін жазды, әдебиеттер тізімінің 
ағылшын нұсқасын жасады және мақаланы сайт арқылы редакцияға жолдады.

К.К. Жантлеуов ‒ мақаладағы математикалық есептеулердің ережелер мен заңдылық-
тар аясында орындалуын қадағалады және Фоккер‒Планк теңдеуіне құрылымдық жа-
ғынан ұқсас жуықталған комплекстік теңдеуге ауысу шарттарын ұсынды. Әдебиеттер 
тізімін жасақтау кезінде шетелдік басылымдарды саралап шықты.
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Н.А. Сандибаева ‒ стационарлық жағдай үшін квазиықтималдылық функциясы 
бойынша орташаланған өрнектерін анықтап шықты және мақаланы редакциялауға 
атсалысты. Квазиықтималдылық функциясының көмегімен комплексті фазалық 
кеңістікте өтетін қандай да бір стохастылық процестер тығыздық матрицасына арналған 
дифференциалдық теңдеу арқылы зерттеулерді жүргізді. Мақаланың қорытынды 
бөлімін жазуға атсалысушы. Пайдаланылған әдебиеттер тізіміндегі дереккөздердегі 
тақырыптың ауқымын белгілеуші. 

А.Т. Жавлиева ‒ ықтималдылық тығыздығына арналған теңдеуден диффузиялық 
марктік процеске арналған Фокер‒Планк теңдеуіне құрылымдық жағынан ұқсас 
жуықталған комплекстік теңдеуге ауысу жағдайларын көрсетуге қатысты. Әдебиеттер 
тізімін жасақтауға атсалысты. Ілеспе хатты әзірлеуге, оны редакцияға жолдауға 
көмектесті.
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Стохастическая интерпретация квантовой механики

Аннотация. Рассмотрена проблема о выражений (описания и объяснения) квантовой 
механики в терминах теории вероятностей, решение которого было продемонстрировано 
через результаты расчетов, основанных на определенных принципах (взглядах и постулатах). 
В частности, среднее значение величины, принадлежащей квантно-механическому оператору 
в импульсном представлении, выражено через комплексную функцию квазивероятности. 
Была найдена соотношение функции квазивероятности, для случая, когда состояние системы 
описывается матрицей плотности. Рассмотрено численное представление оператора Гамильтона, 
соответствующее и не соответствующее классической модели. Определены усредненные 
выражения по функции квазивероятности для стационарного случая. Задача об описании 
какого-либо стохастического процесса, происходящего в комплексном фазовом пространстве, с 
помощью функции квазивероятности, была решена с помощью дифференциального уравнения 
для матрицы плотности. Доказаны, что данное уравнение переходит в уравнение Лиувилла 
для квантовых явлений при нулевом значении постоянной Планка и превращение функции 
квазивероятности в обычную вероятность (конкретную положительную функцию). Показаны 
условия перехода от уравнения для плотности вероятности к приближенному комплексному 
уравнению, структурно соответствующему уравнению Фоккера-Планка для диффузионного 
марковского процесса. Представлены стохастические дифференциальные уравнения, соот-
ветствующие комплексному уравнению, которое определяют связи между случайными 
процессами и функцией квазивероятности, и включающие все необходимые сведения для 
квантово-механических расчетов. В конце статьи были выведены система уравнений движения 
в квазиклассических приближениях и стохастические дифференциальные уравнения, относя-
щихся к общему случаю и особенностям волновой функции. Все результаты вычисления и 
утверждения были детально обсуждены и по ним были сделаны необходимые выводы. 

Ключевые слова: стохастические уравнения, случайные процессы, волновая функция, плот-
ность вероятности, квантово‒механическая среда, оператор, матрица плотности, функция 
распределения.
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Stochastic interpretation of quantum mechanics

Abstract. The paper addresses the problem of expressing (describing and interpreting) quantum 
mechanics in terms of probability theory. The solution is demonstrated through computational results 
based on certain principles, (viewpoints and postulates). In particular, the expectation value of a quantity 
corresponding to a quantum mechanical operator in the momentum representation is expressed via 
a complex quasi-probability function. A relation for the quasi-probability function is obtained for the 
case where the state of the system is described by a density matrix. The numerical representation of the 
Hamiltonian operator is examined, both in forms that correspond to and deviate from the classical model. 
Averaged expressions with respect to the quasi-probability function are derived for the stationary case. 
The problem of describing a stochastic process occurring in complex phase space using a quasi-probability 
function was addressed by means of a differential equation for the density matrix. It was proven that this 
equation reduces to the Liouville equation for quantum phenomena in the limit of a vanishing Planck 
constant, and that the quasi-probability function transforms into an ordinary probability distribution (a 
specific positive function). Conditions were established under which the equation for the probability density 
transitions into an approximate complex equation structurally analogous to the Fokker–Planck equation 
for a diffusive Markov process. Stochastic differential equations corresponding to this complex equation 
were presented, which define the connections between random processes and the quasi-probability 
function and incorporate all necessary information for quantum-mechanical calculations. Finally, a system 
of motion equations in the quasi-classical approximation and stochastic differential equations relevant 
to the general case and characteristics of the wave function were derived. All computational results and 
theoretical assertions were thoroughly discussed, and the necessary conclusions were drawn.

Keywords: stochastic model, random processes, wave function, probability density, quantum-
mechanical environment, operator, density matrix, distribution function.
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Аннотация. В работе представлены результаты исследований влияния 
ионной модификации приповерхностных слоев керамик на основе тита-
ната цинка к процессам высокотемпературной коррозии и термошоковым 
воздействиям, имитирующим критические ситуации при использовании 
данного типа керамик в качестве анодных материалов для твердооксид-
ных топливных элементов. Создание модифицированного слоя в керами-
ках осуществлялось путем облучения ионами О+ с различными флюенса-
ми, вариация которых обуславливала различную степень структурных 
повреждений, создаваемых в результате взаимодействия налетающих 
ионов с кристаллической структурой приповерхностного слоя толщиной 
порядка 13-13.5 мкм. В ходе проведенных испытаний на термоустойчи-
вость, связанных с длительным воздействием высоких температур на 
образцы керамик было установлено, что создание модифицированного 
слоя за счет ионного облучения позволяет увеличить сопротивляемость 
процессам коррозии и деградации, а также снизить степень деструкции 
прочностных свойств приповерхностного слоя керамик. Определено, что 
оптимальными условиями для модификации является ионное облучение 
с флюенсами 1012-5×1012 ион/см2, при которых степень создаваемых 
структурных изменений в приповерхностном слое позволяет максималь-
но снизить негативный эффект, связанный с термически – индуцирован-
ными процессами коррозии и деградации.
Ключевые слова: титанаты, керамические материалы, коррозионные 
процессы, стабильность, модифицированный слой, сопротивляемость 
разупрочнению 

Введение

Использование керамических материалов в энергетическом секторе с каждым 
годом все больше расширяется за счет расширения потенциала применения керамик, 
а также необходимости снижения себестоимости производства энергии, получаемой 
с использованием альтернативных методов. Как правило, использование керамик 
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включает в себя эксплуатацию в экстремальных условиях, связанных с длительным 
термическим воздействием, термошоковым ударам при термоциклировании или 
деструкции, связанной с термическим расширением при резком изменении температуры 
воздействия [1,2]. При подобных условиях именно приповерхностные слои керамик 
являются наиболее уязвимыми, поскольку, первыми вступают во взаимодействие 
с коррозионно-активными компонентами, а также испытывают максимальные 
термомеханические напряжения при циклическом нагреве и охлаждении [3,4]. 

Уязвимость приповерхностных слоев керамических материалов, эксплуатируемых 
в экстремальных условиях обусловлена рядом процессов, включающих в себя 
взаимодействие с кислородом, парами металлов, сернистых и хлорсодержащих 
соединений, а также возникновении термических напряжений при резких изменениях 
температуры, способных усилить деструкцию приповерхностных слоев [5,6]. Как правило, 
процессы, связанные с высокотемпературной коррозией приводят к образованию 
в приповерхностных слоях дефектных окисных плёнок, локальному зарождению и 
последующему ускоренному развитию микротрещин, накоплению продуктов коррозии, 
приводящих к распуханию и охрупчиванию, что в свою очередь снижает потенциальный 
срок эксплуатации керамических материалов [7-9]. Также ускоренное разрушение 
поверхностных защитных слоёв приводит к ускоренному окислению объема керамик, 
росту в глубину микротрещин, растрескиванию и снижению ресурса керамических 
компонент, эксплуатирующихся в экстремальных условиях [10-12]. 

Поиск способов повышения устойчивости приповерхностных слоёв керамических 
материалов к высокотемпературной коррозии при термошоковых испытаниях и 
термоциклировании является ключевым условием продления их ресурса и обеспечения 
надёжной работы в экстремальных условиях, связанной с получением энергии с 
использованием альтернативных методов получения энергии. Укрепление и повышение 
сопротивляемости поверхности за счёт модификации приповерхностных слоев, 
нанесения защитных покрытий и создания наноструктурированных градиентных 
слоёв позволяет замедлить процессы высокотемпературного окисления, снизить 
растрескивание при циклическом нагреве и тем самым повысить долговечность 
и безопасность эксплуатации керамических изделий, рассматриваемых в качестве 
анодных материалов для твердооксидных топливных элементов [13-15]. 

Одними из ключевых задач в данном направлении является увеличение устойчивости 
приповерхностных слоев за счет замедления скорости и кинетики высокотемпературной 
коррозии, вызванной длительным термическим воздействием, повышением 
термошоковой прочности за счёт формирования плотных и адгезионно-прочных 
структурно измененных слоев. Все это направлено на достижения необходимости 
продления срока службы и надежности керамик в условиях агрессивной эксплуатации, 
а также необходимости снижения затрат на замену и обслуживание критически важных 
деталей твердооксидных топливных элементов [16-20]. 

Основная цель исследования заключается в определении роли создаваемого ионным 
облучением модифицированного слоя в керамиках на устойчивость к термошоковым 
воздействиям и термически – индуцированной коррозии при длительной выдержке 
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керамик при высоких температурах. Данный подход направлен на выявление механиз-
мов повышения долговечности керамик, работающих в экстремальных условиях, 
характерных для эксплуатации их в качестве анодных материалов твердооксидных 
топливных элементов. 

Выбор в качестве метода модификации ионного облучения приповерхностных слоев 
обусловлен возможностью создания в нем структурно – измененных областей с 
различной плотностью, что в свою очередь позволит увеличить сопротивляемость 
к внешним воздействиям, связанным с процессами термошокового воздействия при 
резком изменении температур, а также длительному воздействию высоких температур, 
приводящих к инициализации процессов диффузии и последующему окислению и 
разупрочнению приповерхностного слоя. В основе данного метода лежит гипотеза 
включающая в себя формирование структурно – измененных областей, возникающих 
вдоль траектории движения ионов в приповерхностном слое, создающим эффект 
дислокационного упрочнения за счет изменения плотности дефектов. В свою очередь 
увеличение плотности дислокаций способствует локальному упрочнению материала 
и снижению склонности к образованию и распространению микротрещин при 
термошоковых воздействиях. В отличие от традиционных методов модификации 
(например, нанесения покрытий или легирования), ионное облучение позволяет 
локально изменять свойства материала на глубине от нескольких нанометров до 
микрометров, обеспечивая высокую точность пространственного контроля. Форми-
руемые при этом области отличаются изменённой кристаллической структурой, 
локальными уплотнениями и дефектными комплексами, что, в свою очередь, способно 
значительно повысить сопротивляемость материала к процессам окисления и 
высокотемпературной деградации. 

Методология 

В качестве объектов исследования были выбраны керамики на основе титаната 
цинка, полученные методом механохимического твердофазного синтеза. Для синтеза 
использовались порошки ZnO и TiO2, производства компании Sigma Aldrich. Химическая 
чистота исходных порошков составляла 99.95 %. Вариация компонент для синтеза 
осуществлялась в диапазоне от 0.25 до 0.75 М. Смешивание проводилось в планетарной 
мельнице PULVERISETTE 6 (Fritsch, Берлин, Германия). Скорость помола составляла 400 
оборот/мин, время помола составляло 1 час. Выбор условий перемалывания керамик 
при механохимическом смешивании обусловлен необходимостью исключения таких 
факторов как холодное сваривание и коксование образцов при интенсивном воздействии 
мелющих тел на стенках мелющего стакана, что может привести к возникновению в 
неоднородности распределения частиц в перемалываемых порошках. При этом подбор 
оптимальных условий перемалывания, включая скорость помола и время механического 
воздействия мелющих тел при перемалывании основан на априорных экспериментах, 
согласно которым увеличение времени воздействия выше 1 часа не приводит к 
существенным изменениям как в размерных эффектах, так и в структурных особенностях 
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получаемых перемалываемых порошков. После перемалывания полученные порошки 
подвергались термическому спеканию при температуре 1000 °С в течение 5 часов с 
последующим остыванием в течение одного дня до достижения комнатной температуры 
в печи. Вариация соотношения компонент ZnO и TiO2 при смешивании позволяет 
получать двухфазные керамики на основе ZnTiO3 с включениями в виде ZnO и TiO2 
(рутил) с различным весовым соотношением компонент. Согласно полученным данным 
установлено, что при соотношении компонент 0.75 ZnO и 0.25 TiO2, доминирующую роль 
в фазовом составе играет кубическая фаза ZnTiO3 с примесью в виде гексагональной 
фазы ZnO. При соотношении компонент 0.50 ZnO и 0.50 TiO2, основной фазой является 
кубическая фаза ZnTiO3, а качестве примеси фиксировалось наличие включений в виде 
TiO2 в фазе рутила. Формирование рутила в данном случае обусловлено процессами 
переизбытка оксида титана, который в результате термического воздействия 
претерпевает фазовые трансформации типа «анатаз → рутил». При соотношении 
компонент 0.25 ZnO и 0.75 TiO2, весовой вклад фазы ZnTiO3 составляет не более 45 вес. %, 
а доминирующую роль в составе играет фаза рутила. 

Ионная модификация исследуемых образцов керамик проводилась путем облучения 
ионами O+ с энергией 28 МэВ (1.75 МэВ/нуклон). При выборе типа ионов для облу-
чения эффект имплантации исключался, так как выбранные диапазоны флюенсов 
облучения не позволяют проводить инициализацию эффектов имплантации ионов в 
приповерхностные слои с концентрацией более 1 ат. % в виду структурных особенностей 
материалов керамик, а также типа ионов для облучения. Основная цель выбора 
высокоэнергетических ионов для облучения основана на возможности использования 
электронных ионизационных потерь ионов при взаимодействии для создания эффектов 
перераспределения электронной плотности и создания структурных дефектов, 
приводящих к созданию дефектных барьеров, сдерживающих процессы деградации при 
внешних воздействиях. Глубина пробега ионов O+ в керамических оксидных структурах 
при такой энергии достигает порядка 10-15 микрон, при этом максимальный пик 
торможения лежит далеко за пределами поверхностного слоя. Это приводит к крайне 
низкому уровню конечной концентрации имплантированных ионов менее 1 ат. %, что 
недостаточно для формирования имплантационных фаз или формирования локальных 
изменений химического состава. Таким образом, в выбранных условиях облучения 
реализуется режим, в котором структурные изменения определяются не имплантацией 
ионов, а исключительно радиационно-индуцированными процессами, связанными с 
высокими значениями электронных ионизационных потерь (dE/dxэлектронные). Для 
высокоэнергетических ионов, особенно лёгких, таких как O⁺, доминирующим механизмом 
взаимодействия является энергия, передаваемая электронной подсистеме материала. 
Интенсивная ионизация приводит к ряду эффектов, влияющих на микроструктуру, в 
частности, к перераспределению электронной плотности и возбуждению электронов, 
приводящему к временной дестабилизации локальной кристаллической структуры, 
формированию дефектно-индуцированному перераспределению напряжений, что в 
свою очередь способствует образованию барьеров, препятствующих перемещению 
дислокаций или распространению микротрещин при внешних механических нагрузках. 
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Использование высоких энергий позволяет сформировать в приповерхностном слое рав-
номерно распределённую область радиационных повреждений, в которой возникают 
дефектные комплексы, кластеры точечных дефектов и локальные области разупорядочения.

Облучение образцов происходило в вакууме, при комнатной температуре, поддержание 
которой осуществлялось путем размещения образцов на специальном держателе с 
водяным охлаждением. Использование данных условий облучения позволило исключить 
температурный эффект воздействия на процессы дефектообразования, связанного с 
увеличением подвижности дефектов и их ускоренной диффузии в случае облучения 
при высоких температурных режимах. Максимальная глубина пробега ионов, согласно 
оценке выполненной в программном коде SRIM Pro 2013, составляла порядка 13-13.5 
мкм. Согласно расчетным данным, полученным с использованием программного кода 
SRIM Pro 2013, величины ионизационных потерь для рассматриваемого эксперимента 
по облучению ионами О+ с энергией 28 МэВ составляют порядка 23-25 кэВ/нм для 
электронных ионизационных потерь (dE/dxэлектронные) и порядка 0.2-0.5 кэВ/нм для 
ядерных ионизационных потерь (dE/dxядерные). Флюенсы облучения были выбраны 
от 1011 ион/см2 до 1014 ион/см2. Выбор флюенсов облучения обусловлен возможностями 
моделирования процессов формирования структурно – измененных включений, 
возникающих в результате взаимодействия налетающих ионов с кристаллической 
структурой с различной плотностью и степенью перекрытия. Выбор диапазона флюенсов 
облучения обусловлен несколькими факторами, ключевым из которых являлась 
возможность изменения концентрации дефектных включений в приповерхностном слое 
керамик от случае, когда данные дефекты являются изолированными друг от друга, до 
случая когда плотность данных дефектов приводит к их перекрытию и формированию 
сложных дефектных комплексов. При этом выбор флюенса облучения 1014 ион/
см2, который являлся максимальным флюенсом используемым для модификации 
керамик обусловлен не только возможностью формирования высокой плотности 
дефектных включений в приповерхностном слое, но и временем затрачиваемым на 
облучение, которое составляло порядка 10-12 часов, а в случае использования больших 
флюенсов время облучения увеличивается на порядок, что является энергозатратным 
и нецелесообразным в виду наблюдаемых эффектов разупрочнения и дестабилизации 
приповерхностных слоев при больших флюенсах облучения 1013-1014 ион/см2. Выбор 
типа ионов для облучения обусловлен несколькими факторами, одним из которых 
является глубина проникновения ионов в приповерхностный слой облучаемых мишеней, 
а также соотношение величин ионизационных потерь, которые позволяют создавать 
дефектные включения вдоль траектории движения ионов в материале мишени в малом 
объеме (оценочные размеры поврежденных областей составляют не более 1.5-2 нм в 
диаметре). Выбор более тяжелых ионов для модификации приводит к интенсивному 
разупорядочению приповерхностных слоев керамик, что не позволяет модифицировать 
приповерхностный слой для сдерживания процессов высокотемпературной коррозии. 
При этом следует отметить, что при данных флюенсах облучения эффекты имплантации 
кислорода в приповерхностный слой не регистрировались. 

Определение твердости поверхности исследуемых керамик осуществлялось с 
использованием метода индентирования, применение которого позволило определить 
значение твердости и их изменение в зависимости от состава керамик, а также при 
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воздействии ионного облучения с различным флюенсом. Измерения твердости 
осуществлялось с использованием микротвердомера Duroline M1 (Metkon, Бурса, 
Турция). В качестве индентера использовалась пирамидка Виккерса (материал – 
алмаз). Нагрузка на индентер составляла 100 Н. Расстояние между двумя соседними 
отпечатками индентера составляло порядка 50-60 мкм, что позволило исключить 
эффект наложения деформационных искажений, возникающих при индентировании 
и воздействии индентера на поверхность керамики. Согласно полученным данным, 
значение твердости для образцов 0.75 ZnO – 0.25 TiO2 составляло 3.5 ГПа, для образцов 
0.5 ZnO – 0.5 TiO2 составляло 4.7 ГПа, для образцов 0.25 ZnO – 0.75 TiO2 составляло 4.4 
ГПа. Различие в твердости образцов керамик обусловлено вариацией фазового состава 
керамик, изменение которого приводит к формированию дополнительных межфазных 
грани между фазами, обладающими различной твердостью, что в свою очередь позволяет 
сдерживать процессы распространения микротрещин при внешних нагрузках. 

Эксперименты, связанные с определением устойчивости керамик к процессам 
высокотемпературной коррозии, возникающим при длительном воздействии высоких 
температур на образцы были проведены согласно следующей схеме. Образцы керамик 
помещались в керамические тигли и подвергались термическому отжигу при температуре 
800 °С в течение 500 часов. При этом через каждые 100 часов ряд образцов извлекался 
для измерений прочностных характеристик и установления кинетики изменений 
прочностных параметров в зависимости от времени нахождения при температуре. На 
основе полученных данных были установлены зависимости изменения прочностных 
характеристик, а также определена роль ионной имплантации на упрочнение и 
повышение сопротивляемости процессам деструкции при высокотемпературном 
воздействии. Выбор температурных режимов испытаний на термоустойчивость 
обусловлен возможностью моделирования ситуаций максимально приближенных к 
реальным условиям эксплуатации керамик, а также возможностью оценки устойчивости 
керамик к внешним температурным воздействиям в течение длительного времени, 
временной режим воздействия которых обусловлен возможностью моделирования 
длительных термических воздействий и процессов высокотемпературной коррозии и 
старения.

Термошоковые испытания проводились согласно следующей схеме. Образцы 
размещались в камере муфельной печи, затем подвергались термическому нагреву 
до температуры 1200 °С (1.5 – 2 кратное значение рабочей температуры топливных 
элементов), выдерживались при ней в течение 1 часа и вынимались на воздух. В результате 
быстрого извлечения из горячей камеры на воздух образцы испытывали термошоковое 
воздействие за счет резкого перепада температур, что приводило к инициализации 
процессов растрескивания и поверхностного окисления. Для оценки устойчивости 
керамик к процессам трещинообразования в результате термошокового воздействия 
и снижения твердости поверхности испытания проводились в виде серий, количество 
испытаний в серии составляло не менее пяти последовательных термошоковых 
воздействий. По истечению каждого цикла измерений на образцах оценивалась 
твердость и трещиностойкость. Определение трещиностойкости осуществлялось путем 
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сравнительного анализа изменений формы и размеров отпечатков индентера, изменение 
которых напрямую свидетельствует о повышении или снижении сопротивляемости к 
растрескиванию поверхности керамик в результате внешних воздействий. 

На рисунке 1 приведено схематичное изображение, отображающее основные этапы 
данного исследования, включающие в себя синтез, ионную модификацию, тестирование 
на устойчивость и определение прочностных свойств.

 

Рисунок 1. Схематичное изображения плана проведения экспериментальных 
работ, направленных на изучение применения ионного облучения на повышение 

сопротивляемости к внешним воздействиям

Результаты и обсуждение

На рисунке 2 приведены диаграммы характеризующие изменение эффективности 
твердости исследуемых керамик в зависимости от флюенса облучения ионами O+, 
отражающие эффект упрочнения, вызванного ионным облучением. Данные приведены 
в едином масштабе с целью детализации и наглядной демонстрации влияния вариации 
фазового состава керамик на изменение эффективности упрочнения, вызванного 
ионным облучением. Согласно представленным данным общих трендов наблюдаемых 
изменений твердости, приведенных на рисунке 2 (в пересчете на фактор упрочнения) 
можно сделать вывод о положительном эффекте, связанном с увеличением устойчивости 
приповерхностного слоя керамик к внешним механическим воздействиям, вызванного 
ионным облучением. Основные тренды изменений прочностных параметров и оценка 
факторов упрочнения (разупрочнения при больших флюенсах облучения), как видно 
из представленных данных имеют прямую зависимость от флюенса облучения. При 
малых флюенсах облучения (1011 - 5×1012 ион/см2) наблюдаемые эффекты упроч-
нения обусловлены в первую очередь возникновением структурных дефектов в припо-
верхностном слое, создающим барьеры для распространения микротрещин при внешних 
механических нагрузках, а также замедляющих процессы деформационных искажений 

инициализации процессов растрескивания и поверхностного окисления. Для оценки 
устойчивости керамик к процессам трещинообразования в результате термошокового 
воздействия и снижения твердости поверхности испытания проводились в виде серий, 
количество испытаний в серии составляло не менее пяти последовательных 
термошоковых воздействий. По истечению каждого цикла измерений на образцах 
оценивалась твердость и трещиностойкость. Определение трещиностойкости 
осуществлялось путем сравнительного анализа изменений формы и размеров отпечатков 
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сопротивляемости к растрескиванию поверхности керамик в результате внешних 
воздействий.  
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едином масштабе с целью детализации и наглядной демонстрации влияния вариации 
фазового состава керамик на изменение эффективности упрочнения, вызванного ионным 
облучением. Согласно представленным данным общих трендов наблюдаемых изменений 
твердости, приведенных на рисунке 2 (в пересчете на фактор упрочнения) можно сделать 
вывод о положительном эффекте, связанном с увеличением устойчивости 
приповерхностного слоя керамик к внешним механическим воздействиям, вызванного 
ионным облучением. Основные тренды изменений прочностных параметров и оценка 
факторов упрочнения (разупрочнения при больших флюенсах облучения), как видно из 
представленных данных имеют прямую зависимость от флюенса облучения. При малых 
флюенсах облучения ( 1011 - 5×1012 ион/см2) наблюдаемые эффекты упрочнения 
обусловлены в первую очередь возникновением структурных дефектов в 
приповерхностном слое, создающим барьеры для распространения микротрещин при 
внешних механических нагрузках, а также замедляющих процессы деформационных 
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при усилении нагрузки на материал при индентировании. Основной механизм упрочнения 
в данном случае обусловлен формированием дефектных включений, скопление 
которых в приповерхностном слое приводит к формированию деформированного слоя, 
наличие которого замедляет деформационные процессы, возникающие при изменении 
внешних нагрузок на образец. При этом рост концентрации дефектных включений 
при увеличении флюенса облучения в случае достижения критической массы в 
поврежденном слое может оказать негативное влияние на упрочнение, тем самым 
снижая эффективность сопротивляемости, что отчетливо видно в трендах прочностных 
параметров при флюенсах выше 5×1012 ион/см2. При этом следует отметить, что 
наблюдаемые изменения величины упрочнения имеют две явно выраженные 
зависимости как от состава керамик, обусловленных вариацией соотношения компонент 
в составе при смешивании, так и флюенса облучения, изменение которого напрямую 
влияет на концентрацию и плотность структурных дефектов возникающих в процессе 
взаимодействия налетающих ионов с кристаллической структурой. Ключевой тренд 
изменений эффекта упрочнения связан с изменением флюенса облучения, увеличение 
которого приводит сначала к интенсивному росту твердости (эффект упрочнения), 
однако при флюенса облучения выше 5×1012 ион/см2, эффект упрочнения снижается, 
что в данном случае связано с фактором перекрытия структурно – дефектных областей, 
вызванных облучением за счет увеличения их плотности. В данном случае основной 
механизм упрочнения обусловлен тем, что при взаимодействии ионов с кристаллической 
решеткой в приповерхностной области образуется высокая концентрация точечных 
дефектов, вакансий, межузельных атомов, а в случае увеличения флюенса возникает 
вероятность образования более сложных дефектных комплексов или кластеров. Данные 
дефекты действуют как эффективные барьеры для движения дислокаций, что приводит 
к увеличению сопротивления пластическим деформациям при внешних механических 
воздействиях, что в свою очередь сдерживает механизмы распространения трещин, и как 
следствие повышает сопротивляемость к внешним воздействиям при индентировании. 
Увеличение плотности и концентрации структурных дефектов, приводит к 
возникновению эффекта локального уплотнения приповерхностного слоя, которая в 
свою очередь характеризуется повышенной плотностью межфазных границ и внутренних 
напряжений, что дополнительно повышает сопротивление микротрещинообразованию. 
Однако при высокой плотности дефектов, и возникновения эффекта перекрытия 
каскадов столкновений, приводящих к образованию аморфизированных областей, 
эффект упрочнения снижается за счет роста внутренних деформационных напряжений, 
вызванных образованием и ростом аморфных включений в поврежденном слое. Следует 
отметить, что совокупность указанных процессов обусловливает повышение твердости 
и трещиностойкости поверхности керамик. При этом выраженность упрочняющего 
эффекта зависит от состава керамик, величины флюенса ионов и распределения 
фаз, вариация которых приводит к различиям в трендах упрочнения и повышения 
сопротивляемости к внешним воздействиям. 
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Рисунок 2. Результаты оценки изменения величины упрочнения при изменении флюенса 
облучения для образцов керамик с различным соотношением компонент в составе: 

а) 0.75 ZnO – 0.25 TiO2; б) 0.5 ZnO – 0.5 TiO2; в) 0.25 ZnO – 0.75 TiO2

В случае изменения соотношения компонент при смешивании керамик и их 
последующем термическом отжиге, наблюдаемые изменения фазового состава приводят 
к вариации твердости в зависимости от весового вклада основной фазы ZnTiO3 и 
наличия примесных фаз в виде ZnO или TiO2, весовые вклады которых напрямую зависят 
от концентрации исходных компонент при смешивании. Наличие в составе керамик 
включений в виде ZnO, согласно результатам оценки прочностных свойств приводит 
к наименьшему значению твердости, а согласно данным приведенным на рисунке 
2а, эффект упрочнения для данных керамик в зависимости от флюенса облучения 
также имеет минимальный эффект в сравнении с двумя другими составами керамик. 
Подобные различия объясняются меньшей твердостью примесной фазы, а также ее 
слабой сопротивляемостью к процессам радиационно – индуцированных повреждений, 
вызванных облучением в сравнении с основной фазой ZnTiO3 и включениями в виде 
рутила. 

Наибольший эффект упрочнения, вызванный ионным облучением наблюдается для 
образцов керамик с соотношением компонент 0.5 ZnO -0.5 TiO2 и доминированием фазы 
ZnTiO3 в составе (см. данные на рисунке 2б). При этом разница в упрочнении, вызванной 
ионным облучением при флюенсах 1011 –5×1012 ион/см2 в сравнении с образцами 0.75 
ZnO – 0.25 TiO2 керамик составляет более чем в 1.5 – 2.5 раза, что свидетельствует о 
большей эффективности, обусловленной процессами взаимодействия налетающих 
ионов с кристаллической структурой керамик, а также более высокой структурной 
устойчивостью ZnTiO3 фазы к процессам накопления радиационных повреждений, 
вызванных ионной модификацией, что в свою очередь также проявляется в том, что 
рост эффекта упрочнения для 0.5 ZnO – 0.5 TiO2 керамик наблюдается при флюенсах 
выше 5×1012 ион/см2 в то время как для двух других составов керамик при флюенсах 
выше 5×1012 ион/см2 наблюдается снижения темпов упрочнения, вызванной ионной 
модификацией. Для образцов с равновероятным соотношением фаз ZnTiO3 и TiO2 в 
составе, эффект упрочнения выше, чем для образцов в составе которых содержатся 
включения в виде ZnO, однако снижение содержания фазы ZnTiO3 в составе керамик и 

искажений при усилении нагрузки на материал при индентировании. Основной механизм 
упрочнения в данном случае обусловлен формированием дефектных включений, 
скопление которых в приповерхностном слое приводит к формированию 
деформированного слоя, наличие которого замедляет деформационные процессы, 
возникающие при изменении внешних нагрузок на образец. При этом рост концентрации 
дефектных включений при увеличении флюенса облучения в случае достижения 
критической массы в поврежденном слое может оказать негативное влияние на 
упрочнение, тем самым снижая эффективность сопротивляемости, что отчетливо видно в 
трендах прочностных параметров при флюенсах выше 5×1012 ион/см2. При этом следует 
отметить, что наблюдаемые изменения величины упрочнения имеют две явно 
выраженные зависимости как от состава керамик, обусловленных вариацией соотношения 
компонент в составе при смешивании, так и флюенса облучения, изменение которого 
напрямую влияет на концентрацию и плотность структурных дефектов возникающих в 
процессе взаимодействия налетающих ионов с кристаллической структурой. Ключевой 
тренд изменений эффекта упрочнения связан с изменением флюенса облучения, 
увеличение которого приводит сначала к интенсивному росту твердости (эффект 
упрочнения), однако при флюенса облучения выше 5×1012 ион/см2, эффект упрочнения 
снижается, что в данном случае связано с фактором перекрытия структурно – дефектных 
областей, вызванных облучением за счет увеличения их плотности. В данном случае 
основной механизм упрочнения обусловлен тем, что при взаимодействии ионов с 
кристаллической решеткой в приповерхностной области образуется высокая 
концентрация точечных дефектов, вакансий, межузельных атомов, а в случае увеличения 
флюенса возникает вероятность образования более сложных дефектных комплексов или 
кластеров. Данные дефекты действуют как эффективные барьеры для движения 
дислокаций, что приводит к увеличению сопротивления пластическим деформациям при 
внешних механических воздействиях, что в свою очередь сдерживает механизмы 
распространения трещин, и как следствие повышает сопротивляемость к внешним 
воздействиям при индентировании. Увеличение плотности и концентрации структурных 
дефектов, приводит к возникновению эффекта локального уплотнения приповерхностного 
слоя, которая в свою очередь характеризуется повышенной плотностью межфазных 
границ и внутренних напряжений, что дополнительно повышает сопротивление 
микротрещинообразованию. Однако при высокой плотности дефектов, и возникновения 
эффекта перекрытия каскадов столкновений, приводящих к образованию 
аморфизированных областей, эффект упрочнения снижается за счет роста внутренних 
деформационных напряжений, вызванных образованием и ростом аморфных включений в 
поврежденном слое. Следует отметить, что совокупность указанных процессов 
обусловливает повышение твердости и трещиностойкости поверхности керамик. При этом 
выраженность упрочняющего эффекта зависит от состава керамик, величины флюенса 
ионов и распределения фаз, вариация которых приводит к различиям в трендах 
упрочнения и повышения сопротивляемости к внешним воздействиям.  
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увеличение доли TiO2 фазы приводит к менее выраженным изменениям твердости, а 
также снижению эффекта упрочнения при флюенсе облучения выше 5×1012 ион/см2 (см. 
данные на рисунке 2в). 

Таким образом, анализируя полученные данные упрочнения керамик в зависимости 
от флюенса облучения можно сделать вывод о том, что при малых флюенсах (ниже 
5×1012 ион/см2), эффект упрочнения обусловлен накоплением структурно – измененных 
областей в приповерхностном слое, связанным с образованием точечных и вакансионных 
дефектов. При этом увеличение флюенса облучения приводит к росту эффективности 
упрочнения, что свидетельствует о прямой корреляции между структурными 
изменениями и упрочнением. Однако при достижении порогового значения флюенса 
при котором плотность перекрытия структурно – измененных областей существенно 
больше 1 (когда вероятность попадания каждого последующего налетающего иона в 
структурно – измененную область, вызванную предыдущим воздействием ионов больше 
1), эффект упрочнения снижается за счет формирования метастабильных структурно 
– измененных областей в приповерхностном слое. Эффект перекрытия дефектов, 
наблюдаемый при флюенсах облучения выше 1012 ион/см2 возникает в случае когда 
плотность налетающих частиц и актов их взаимодействия с кристаллической структурой 
облучаемой мишени становится велика настолько, что в структуре мишени не остается 
места в которой не произошло бы соударение налетающей частицы с кристаллической 
структурой, в результате которого вдоль траектории движения иона формируются 
дефектные включения. При этом в силу хаотичной природы соударения налетающих 
частиц с кристаллической структурой контроль за их плотностью может быть 
осуществлен только путем контроля за флюенсом облучения в процессе экспериментов. 
Формирование данных областей связано с наложением дефектов друг на друга с 
образованием кластерных дефектов, наличие которых усиливает деформационное 
искажение структуры, тем самым дестабилизируя ее за счет перенапряжений и сильных 
деформационных напряжений. Данный эффект конкурирует с эффектом упрочнения 
и при больших флюенсах облучения снижает эффективность упрочнения, вызванного 
ионной модификацией. При этом, согласно полученным данным изменение соотношения 
фаз в составе также оказывает влияние на устойчивость к процессам деструкции, 
вызванных образованием метастабильных структурно – измененных областей при 
высоких флюенсах облучения. В данном случае доминирование в составе керамик ZnTiO3 
фазы при вытеснении из состава включений в виде ZnO фазы приводит к повышению 
сопротивляемости к разупрочнению при высоких флюенсах облучения (выше 5×1012 

ион/см2), что обуславливает не только сдерживание процессов снижения твердости при 
высоких флюенсах облучения, но и увеличению устойчивости прочностных параметров 
и их росту при флюенсах облучения выше 5×1012 ион/см2, являющимся критической 
дозой при достижении которой для двух других составов керамик наблюдается снижение 
эффекта упрочнения. 

Одним из ключевых требований к керамическим материалам, рассматриваемым 
в качестве анодных материалов для твердооксидных топливных элементов 
наравне с определение эффективности электрохимических характеристик является 
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сохранение стабильности прочностных параметров анодных материалов к процессам 
высокотемпературной коррозии, возникающих при длительном воздействии 
высоких температур на материал. В данном случае коррозионные процессы, 
связанные с температурным воздействиям, как правило, сопровождаются окислением 
приповерхностного слоя за счет термического расширения кристаллической структуры 
под действием температуры, а также усилением процессов диффузии кислорода с 
поверхности вглубь образцов. В результате совокупности данных факторов – диффузии 
кислорода и термического расширения, усиливающего подвижность дефектов в 
структуре, в приповерхностном слое могут образоваться как примесные включения 
в виде оксидов, так и дополнительные структурные искажения, возникающие в 
результате накопления деформационных напряжений, вызванных миграцией дефектов 
в поврежденном слое. В свою очередь усиление миграции дефектов и их подвижности 
за счет термического воздействия на кристаллическую структуру способствует 
возникновению деформации кристаллической структуры и ее дестабилизации, что 
приводит к снижению прочности и устойчивости к внешним воздействиям. В данном 
случае подобная совокупность структурных и прочностных изменений может негативно 
сказаться на работоспособности топливных элемент за счет охрупчивания и снижения 
прочности, приводящей к выходу из строя топливных элементов или требующей частой 
замены анодного материала, являющегося одним из ключевых материалов в топливных 
элементах. 

В основе предлагаемого метода модификации приповерхностных слоев топливных 
элементов за счет ионной модификации лежит гипотеза, связанная с созданием 
барьерного слоя на глубине порядка 10-15 мкм от поверхности, содержащего 
достаточно большое количество структурных дефектов и дислокаций, препятствующих 
или замедляющих диффузию кислорода и точечных дефектов, возникающих при 
длительном термическом воздействии. В данном случае сдерживание процессов 
миграции и диффузии осуществляется за счет плотности дефектов, создающих вблизи 
границ зерен дополнительные препятствия, которые замедляют миграцию кислорода 
и дефектов, тем самым не давая им проникнуть на глубину или перерассеивая их в 
приповерхностном слое. Данный эффект используется в материаловедении как один 
из перспективных методов упрочнения материалов на ряду с методом дисперсного 
упрочнения, заключающегося в использовании эффекта уменьшения размеров зерен в 
материале и создания за счет этого барьеров в виде границ зерен.  

Эксперименты на определение устойчивости керамик к внешним воздействиям, 
связанным с высокотемпературным окислением и термошоковым воздействиям, 
вызванным резким изменением рабочей среды образцов были проведены согласно 
следующих схем экспериментальных работ. Эксперименты по оценке устойчивости 
керамик к высокотемпературному окислению при длительном воздействии высокой 
температуры на образцы керамик проводились путем размещения образцов керамик в 
муфельной печи и выдержкой в ней в течение заданного времени при температуре 800 
°С. Контроль температуры в камере печи осуществлялся с использованием специальных 
термопар размещенных в печи, фиксирующих любые изменения температуры в ходе 
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экспериментов. Максимальное изменение температуры в течение всего измерения 
составляло не более 3 – 5 °С, что является допустимым для данного диапазона температур 
испытаний. По истечение заданных временных промежутков образцы извлекались 
из печи и подвергались измерению прочностных параметров, что позволило оценить 
общую кинетику изменений, вызванных термическим воздействием. На рисунке 3 
приведены результаты оценки изменений значений твердости исследуемых керамик, 
подвергнутых высокотемпературным испытаниям. 

 
 

Рисунок 3. Результаты оценки изменений твердости керамик, подвергнутых 
высокотемпературному нагреву в течение 500 часов: а) 0.75 ZnO – 0.25 TiO2; 

б) 0.5 ZnO – 0.5 TiO2; в) 0.25 ZnO – 0.75 TiO2

Общий вид наблюдаемых изменений твердости исследуемых керамик в зависимости 
от времени термического воздействия можно охарактеризовать несколькими трендами. 
Ключевой наблюдаемый тренд заключается в снижении твердости в зависимости 
от времени воздействия, при этом согласно представленным данным, характер 
наблюдаемых изменений имеет явно выраженную зависимость, как от фазового 
состава керамик, так и флюенса облучения, изменение которого, как было показано 
выше приводит к вариации эффекта упрочнения керамик. Согласно полученным 
данным, основные изменения значений твердости керамик, свидетельствующие о 
разупрочнении и снижении сопротивляемости к внешним воздействиям наблюдается 
по достижению 200-300 часов последовательного высокотемпературного нагрева 
керамик. При этом тренды снижения по достижении данного времени испытаний 
имеют явно выраженные различия как для исходных образцов (не подвергнутых 
ионному облучению), так и для модифицированных керамик в зависимости от флюенса 
облучения. Результаты оценки изменений значений твердости исследуемых керамик 
в исходном состоянии (не подвергнутых облучению) показал, что наличие в составе 
включений оксида цинка приводит к более выраженной дестабилизации твердости, чем 
в случае двух других составов керамик, не содержащих оксид цинка. В данном случае 
можно сделать вывод о том, что наличие оксида цинка приводит к усилению процессов 
коррозии, которые в свою очередь приводят к деструкции приповерхностного слоя 
керамик за счет диффузии кислорода и его агломерации в составе керамик. Также следует 
отметить, что для состава 0.75 ZnO – 0.25 TiO2 керамик, ионная модификация приводит 

методов упрочнения материалов на ряду с методом дисперсного упрочнения, 
заключающегося в использовании эффекта уменьшения размеров зерен в материале и 
создания за счет этого барьеров в виде границ зерен.   

Эксперименты на определение устойчивости керамик к внешним воздействиям, 
связанным с высокотемпературным окислением и термошоковым воздействиям, 
вызванным резким изменением рабочей среды образцов были проведены согласно 
следующих схем экспериментальных работ. Эксперименты по оценке устойчивости 
керамик к высокотемпературному окислению при длительном воздействии высокой 
температуры на образцы керамик проводились путем размещения образцов керамик в 
муфельной печи и выдержкой в ней в течение заданного времени при температуре 800 °С. 
Контроль температуры в камере печи осуществлялся с использованием специальных 
термопар размещенных в печи, фиксирующих любые изменения температуры в ходе 
экспериментов. Максимальное изменение температуры в течение всего измерения 
составляло не более 3 – 5 °С, что является допустимым для данного диапазона температур 
испытаний. По истечение заданных временных промежутков образцы извлекались из печи 
и подвергались измерению прочностных параметров, что позволило оценить общую 
кинетику изменений, вызванных термическим воздействием. На рисунке 3 приведены 
результаты оценки изменений значений твердости исследуемых керамик, подвергнутых 
высокотемпературным испытаниям.  
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Рисунок 3. Результаты оценки изменений твердости керамик, 

подвергнутых высокотемпературному нагреву в течение 500 часов: а) 
0.75 ZnO – 0.25 TiO2; б) 0.5 ZnO – 0.5 TiO2; в) 0.25 ZnO – 0.75 TiO2 
 
Общий вид наблюдаемых изменений твердости исследуемых керамик в зависимости 

от времени термического воздействия можно охарактеризовать несколькими трендами. 
Ключевой наблюдаемый тренд заключается в снижении твердости в зависимости от 
времени воздействия, при этом согласно представленным данным, характер наблюдаемых 
изменений имеет явно выраженную зависимость, как от фазового состава керамик, так и 
флюенса облучения, изменение которого, как было показано выше приводит к вариации 
эффекта упрочнения керамик. Согласно полученным данным, основные изменения 
значений твердости керамик, свидетельствующие о разупрочнении и снижении 
сопротивляемости к внешним воздействиям наблюдается по достижению 200 – 300 часов 
последовательного высокотемпературного нагрева керамик. При этом тренды снижения 
по достижении данного времени испытаний имеют явно выраженные различия как для 
исходных образцов (не подвергнутых ионному облучению), так и для модифицированных 
керамик в зависимости от флюенса облучения. Результаты оценки изменений значений 
твердости исследуемых керамик в исходном состоянии (не подвергнутых облучению) 
показал, что наличие в составе включений оксида цинка приводит к более выраженной 
дестабилизации твердости, чем в случае двух других составов керамик, не содержащих 
оксид цинка. В данном случае можно сделать вывод о том, что наличие оксида цинка 
приводит к усилению процессов коррозии, которые в свою очередь приводят к деструкции 
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к сдерживанию процессов деструкции, однако их тренд изменений более выражен, чем 
в случае изменений наблюдаемых для 0.5 ZnO – 0.5 TiO2 керамик, в составе которых 
доминирует ZnTiO3 фаза. Для образцов керамик, состав которых представлен смесью 
двух фаз ZnTiO3 и TiO2, изменение трендов твердости менее выражено, чем в случае 
керамик в составе которых присутствуют включения оксида цинка. Сравнительный 
анализ полученных трендов изменений позволяет сделать вывод о том, что наименее 
устойчивыми керамиками являются керамики с соотношением компонент 0.75 ZnO – 
0.25 TiO2 в которых присутствуют включения в виде оксида цинка, при этом наибольшей 
сопротивляемостью к деструкции, связанной с процессами высокотемпературного 
окисления проявляют керамик с соотношением компонент 0.5 ZnO – 0.5 TiO2, в составе 
которых доминирует фаза ZnTiO3 с включениями в виде фазы рутила. При этом анализ 
трендов изменений прочностных параметров исследуемых керамик в зависимости 
от флюенса ионного облучения показал, что использование ионной модификации 
позволяет увеличить сопротивляемость к процессам высокотемпературного окисления, 
а основными механизмами упрочнения в данном случае являются дефектные включения, 
образующиеся в результате взаимодействия ионов с кристаллической структурой 
приповерхностных слоев, в результате которых создаются дополнительные барьеры, 
сдерживающие проникновение кислорода и его миграции вглубь образцов. 

На рисунке 4 приведены результаты расчетов изменения фактора упрочнения 
исследуемых керамик, рассчитанный на основе изменений значений твердости образцов, 
подвергнутых высокотемпературному воздействию. Данные приведены процентном 
соотношении, отражающем изменение твердости относительно времени воздействия 
высоких температур, на основе которых определена кинетика изменений прочностных 
параметров в зависимости от нескольких факторов, включая фактор изменения фазового 
состава при вариации компонент в составе, а также изменений флюенса облучения. 

Как видно из представленных зависимостей изменение времени испытаний приводит 
к росту степени деградации твердости исследуемых керамик, что свидетельствует 
о деструкции приповерхностных слоев в результате термического воздействия 
и инициализации процессов окисления. При этом, анализ наблюдаемых трендов 
изменений прочностных параметров свидетельствует о том, что ионное облучение 
оказывает положительный эффект в сдерживании процессов деструкции, вызванных 
окислением, причем степень влияния на сдерживание имеет явно выраженную 
зависимость от величины флюенса, а также от фазового состава керамик. Сравнивая 
результаты оценки изменений твердости и степени деградации керамик в зависимости 
от фазового состава можно сделать вывод о том, что изменение состава керамик при 
вариации количества компонент в случае немодифицированных керамик наиболее 
проявляется для состава 0.5 ZnO – 0.5 TiO2 керамик, для которых время воздействия 
термического нагрева в течение 5 часов приводит к снижению твердости на 4.1 % от 
начального значения, в то время как для образцов с соотношением компонент 0.75 
ZnO – 0.25 TiO2 термическое воздействие приводит к снижению твердости на 5 %. 
При этом можно сделать вывод, что на процессы высокотемпературного окисления 
изменение фазового состава оказывает незначительную роль, а наблюдаемые 



Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің ХАБАРШЫСЫ.
Физика. Астрономия сериясы
ISSN: 2616-6836. eISSN: 2663-1296

№4(153)/ 2025 101

Изучение влияния ионной модификации композитных керамик на устойчивость к высокотемпературной 
деградации и термошоковым испытаниям

изменения в различиях твердости и степени деградации керамик связаны с более 
выраженной деструкцией оксидной фазы ZnO в составе 0.75 ZnO – 0.25 TiO2 керамик. 
Для модифицированных ионным облучением керамик различия в степени деградации 
и трендов ее изменения достаточно выражены, из чего следует сделать вывод о том, 
что ионное воздействие, и связанные с ним процессы дефектообразования, оказывают 
существенную роль на сдерживание высокотемпературного окисления, вызванного 
длительным воздействием высоких температур. В данном случае эффект сдерживания 
проявляется в виде меньших значений степени деградации твердости для облученных 
керамик в сравнении с результатами, полученными для немодифицированных образцов. 
Так в случае 0.75 ZnO – 0.25 TiO2 керамик при предварительном облучении их ионами 
О+ с флюенсами 5×1012-1013 ион/см2 снижение твердости составляет порядка 2.9 – 3.1 
%, что более чем в 1.5-1.7 раза меньше значений степени деградации, полученных для 
немодифицированных керамик. В случае 0.5 ZnO – 0.5 TiO2 керамик величина степени 
деградации для образцов облученных флюенсами 5×1012-013 ион/см2 составляет 
порядка 2 – 2.5 %, что более чем в 2 раза меньше изменений твердости, наблюдаемых 
для немодифицированных образцов. Для образцов 0.25 ZnO – 0.75 TiO2 максимальное 
снижение твердости при флюенсах 5×1012 - 1013 ион/см2 составляет порядка 2.8 – 3.3 % 
от начального значения, в то время как для немодифицированных керамик термическое 
воздействие в течение 500 часов приводит к снижению более чем на 4.6 %. Таким 
образом, анализируя полученные результаты изменений твердости, и рассчитанных 
на их основе изменений величин степени деградации позволяют сделать вывод о 
сдерживании процессов деструкции за счет формируемых ионным воздействием на 
приповерхностный слой керамик дефектов, плотность которых оказывает двойственное 
влияние на механизмы сопротивляемости высокотемпературному окислению и 
разупрочнению. В случае когда плотность дефектов, создаваемая воздействием ионов 
в приповерхностном слое достаточно мала (при флюенсах облучения 1011 – 1012 ион/
см2), эффективность сдерживания процессов окисления составляет менее 10-15 %, 
что несоизмеримо с затратами на ионное облучение и эффективностью достигаемой 
в результате данного воздействия. Основной механизм упрочнения в данном случае 
обусловлен эффектом образования дополнительных структурных искажений, точечных 
и вакансионных дефектов, а также дислокаций, накопление которых в структуре 
приповерхностного слоя формирует дефектный слой, замедляющий процессы 
миграции кислорода и сдерживания тепловые колебания кристаллической решетки, 
что также сдерживает диффузию дефектов и их агломерацию. Однако в случае высоких 
флюенсов облучения (выше 1013 ион/см2), при которых в структуре поврежденного 
(измененного ионным воздействием) слоя образуется достаточно большая плотность 
дефектов, накопление которых способно приводит к образованию более сложных 
дефектных комплексов и кластерных дефектов, внешнее термическое воздействие 
оказывает на них дополнительное влияние, которое в свою очередь приводит к росту 
дестабилизированных поврежденных включений в приповерхностном слое, что в свою 
очередь снижает сопротивляемость модифицированного приповерхностного слоя к 
высокотемпературному воздействию. 
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Рисунок 4. Результаты оценки изменения фактора упрочнения исследуемых керамик 
в зависимости от времени высокотемпературного воздействия: а) 0.75 ZnO – 0.25 TiO2;

 б) 0.5 ZnO – 0.5 TiO2; в) 0.25 ZnO – 0.75 TiO2

Помимо длительного температурного воздействия, способного привести к инициа-
лизации процессов окисления приповерхностных слоев в процессе эксплуатации анод-
ные материалы могут испытывать термошоковые воздействия в процессе термо-
циклирования, связанные с резким изменением температуры воздействия, изменение 
которой может привести к быстрому окислению приповерхностных слоев при резком 
снижении температуры воздействия, а также инициировать процессы деформационных 
искажений, вызванных изменением градиента температурного воздействия. 

На рисунке 5 приведены результаты оценки изменений твердости исследуемых 
керамик (в исходном и модифицированном состоянии), отражающие влияния цик-
лических термошоковых воздействий. Количество циклов испытаний образцов сос-
тавляло пять последовательных циклических изменений температур воздействия, 
возникающих путем быстрого нагрева образцов до заданного температурного режима, 
выдержке при нем в течение часа и быстрого извлечения на воздух из камеры печи, 
что создает градиент температурного воздействия, приводящего к деформационным 
искажениям кристаллической структуры в результате резких стрессовых изменений 
тепловых колебаний кристаллической решетки. Согласно представленным трендам 
изменений величин твердости, приведенных для исследуемых образцов на рисунках 
5а-в видно, что изменения наблюдаются после первого цикла воздействий, однако 
характер данных изменений различен для образцов, как в исходном состоянии, так и в 
случае модифицированных образцов керамик. Наиболее выраженный тренд снижения 
твердости, свидетельствующий о сильно выраженной дестабилизации прочностных 
свойств керамик наблюдается для образцов 0.75 ZnO – 0.25 TiO2 керамик в исходном 
состоянии. При этом наименьшие изменения наблюдаются для образцов 0.5 ZnO – 0.5 
TiO2 керамик, из чего следует вывод о том, что наиболее эффективными и устойчивыми 
керамиками к термошоковым воздействиям являются керамики с доминирующей в 
составе ZnTiO3 фазой. 

 	  	  

результатами, полученными для немодифицированных образцов. Так в случае 0.75 ZnO – 
0.25 TiO2 керамик при предварительном облучении их ионами О+ с флюенсами 5×1012 - 
1013 ион/см2 снижение твердости составляет порядка 2.9 – 3.1 %, что более чем в 1.5 – 1.7 
раза меньше значений степени деградации, полученных для немодифицированных 
керамик. В случае 0.5 ZnO – 0.5 TiO2 керамик величина степени деградации для образцов 
облученных флюенсами 5×1012 - 1013 ион/см2 составляет порядка 2 – 2.5 %, что более чем 
в 2 раза меньше изменений твердости, наблюдаемых для немодифицированных образцов. 
Для образцов 0.25 ZnO – 0.75 TiO2 максимальное снижение твердости при флюенсах 
5×1012 - 1013 ион/см2 составляет порядка 2.8 – 3.3 % от начального значения, в то время 
как для немодифицированных керамик термическое воздействие в течение 500 часов 
приводит к снижению более чем на 4.6 %. Таким образом, анализируя полученные 
результаты изменений твердости, и рассчитанных на их основе изменений величин 
степени деградации позволяют сделать вывод о сдерживании процессов деструкции за 
счет формируемых ионным воздействием на приповерхностный слой керамик дефектов, 
плотность которых оказывает двойственное влияние на механизмы сопротивляемости 
высокотемпературному окислению и разупрочнению. В случае когда плотность дефектов, 
создаваемая воздействием ионов в приповерхностном слое достаточно мала (при 
флюенсах облучения 1011 – 1012 ион/см2), эффективность сдерживания процессов 
окисления составляет менее 10 – 15 %, что несоизмеримо с затратами на ионное 
облучение и эффективностью достигаемой в результате данного воздействия. Основной 
механизм упрочнения в данном случае обусловлен эффектом образования 
дополнительных структурных искажений, точечных и вакансионных дефектов, а также 
дислокаций, накопление которых в структуре приповерхностного слоя формирует 
дефектный слой, замедляющий процессы миграции кислорода и сдерживания тепловые 
колебания кристаллической решетки, что также сдерживает диффузию дефектов и их 
агломерацию. Однако в случае высоких флюенсов облучения (выше 1013 ион/см2), при 
которых в структуре поврежденного (измененного ионным воздействием) слоя образуется 
достаточно большая плотность дефектов, накопление которых способно приводит к 
образованию более сложных дефектных комплексов и кластерных дефектов, внешнее 
термическое воздействие оказывает на них дополнительное влияние, которое в свою 
очередь приводит к росту дестабилизированных поврежденных включений в 
приповерхностном слое, что в свою очередь снижает сопротивляемость 
модифицированного приповерхностного слоя к высокотемпературному воздействию.  
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Рисунок 4. Результаты оценки изменения фактора упрочнения 

исследуемых керамик в зависимости от времени высокотемпературного 
воздействия: а) 0.75 ZnO – 0.25 TiO2; б) 0.5 ZnO – 0.5 TiO2; в) 0.25 ZnO – 

0.75 TiO2 
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Изучение влияния ионной модификации композитных керамик на устойчивость к высокотемпературной 
деградации и термошоковым испытаниям

Рисунок 5. Результаты оценки изменений твердости исследуемых керамик в результате 
циклических термошоковых испытаний: а) 0.75 ZnO – 0.25 TiO2; б) 0.5 ZnO – 0.5 TiO2;

 в) 0.25 ZnO – 0.75 TiO2

На рисунке 6 приведены результаты оценки степени деградации твердости 
исследуемых керамик, полученные путем сравнения значений твердости в исходном 
состоянии (до проведения испытаний) и после термошоковых воздействий. Данные 
приведены в процентном соотношении и едином масштабе для удобства сравнения 
эффективности повышения сопротивляемости керамик в зависимости от изменений 
фазового состава (в случае вариации соотношения компонент при синтезе) и ионной 
модификации. 

 	  	  

Рисунок 6. Результаты оценки степени деградации твердости исследуемых керамик 
в результате циклических термошоковых испытаний: а) 0.75 ZnO – 0.25 TiO2; 

б) 0.5 ZnO – 0.5 TiO2; в) 0.25 ZnO – 0.75 TiO2

Согласно представленным данным изменений степени деградации твердости иссле-
дуемых керамик установлено, что в случае исходных образцов максимальное снижение 
твердости для образцов 0.75 ZnO – 0.25 TiO2 керамик после 5 циклов испытаний 
составляет порядка 11 %, для образцов 0.5 ZnO – 0.5 TiO2 керамик изменение составляет 
порядка 6.6 %, для 0.25 ZnO – 0.75 TiO2 керамик снижение твердости составляет порядка 
9.4 %. При этом анализ полученных изменений степени деградации керамик показал 
эффективность применения ионной модификации для повышения сопротивляемости к 

Помимо длительного температурного воздействия, способного привести к 
инициализации процессов окисления приповерхностных слоев в процессе эксплуатации 
анодные материалы могут испытывать термошоковые воздействия в процессе 
термоциклирования, связанные с резким изменением температуры воздействия, 
изменение которой может привести к быстрому окислению приповерхностных слоев при 
резком снижении температуры воздействия, а также инициировать процессы 
деформационных искажений, вызванных изменением градиента температурного 
воздействия.  

На рисунке 5 приведены результаты оценки изменений твердости исследуемых 
керамик (в исходном и модифицированном состоянии), отражающие влияния 
циклических термошоковых воздействий. Количество циклов испытаний образцов 
составляло пять последовательных циклических изменений температур воздействия, 
возникающих путем быстрого нагрева образцов до заданного температурного режима, 
выдержке при нем в течение часа и быстрого извлечения на воздух из камеры печи, что 
создает градиент температурного воздействия, приводящего к деформационным 
искажениям кристаллической структуры в результате резких стрессовых изменений 
тепловых колебаний кристаллической решетки. Согласно представленным трендам 
изменений величин твердости, приведенных для исследуемых образцов на рисунках 5а-в 
видно, что изменения наблюдаются после первого цикла воздействий, однако характер 
данных изменений различен для образцов, как в исходном состоянии, так и в случае 
модифицированных образцов керамик. Наиболее выраженный тренд снижения твердости, 
свидетельствующий о сильно выраженной дестабилизации прочностных свойств керамик 
наблюдается для образцов 0.75 ZnO – 0.25 TiO2 керамик в исходном состоянии. При этом 
наименьшие изменения наблюдаются для образцов 0.5 ZnO – 0.5 TiO2 керамик, из чего 
следует вывод о том, что наиболее эффективными и устойчивыми керамиками к 
термошоковым воздействиям являются керамики с доминирующей в составе ZnTiO3 
фазой.  
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Рисунок 5. Результаты оценки изменений твердости исследуемых 

керамик в результате циклических термошоковых испытаний: а) 0.75 
ZnO – 0.25 TiO2; б) 0.5 ZnO – 0.5 TiO2; в) 0.25 ZnO – 0.75 TiO2 

 
На рисунке 6 приведены результаты оценки степени деградации твердости 

исследуемых керамик, полученные путем сравнения значений твердости в исходном 
состоянии (до проведения испытаний) и после термошоковых воздействий. Данные 
приведены в процентном соотношении и едином масштабе для удобства сравнения 
эффективности повышения сопротивляемости керамик в зависимости от изменений 
фазового состава (в случае вариации соотношения компонент при синтезе) и ионной 
модификации.  
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Рисунок 6. Результаты оценки степени деградации твердости 

исследуемых керамик в результате циклических термошоковых 
испытаний: а) 0.75 ZnO – 0.25 TiO2; б) 0.5 ZnO – 0.5 TiO2; в) 0.25 ZnO – 

0.75 TiO2 
 
Согласно представленным данным изменений степени деградации твердости 

исследуемых керамик установлено, что в случае исходных образцов максимальное 
снижение твердости для образцов 0.75 ZnO – 0.25 TiO2 керамик после 5 циклов испытаний 
составляет порядка 11 %, для образцов 0.5 ZnO – 0.5 TiO2 керамик изменение составляет 
порядка 6.6 %, для 0.25 ZnO – 0.75 TiO2 керамик снижение твердости составляет порядка 
9.4 %. При этом анализ полученных изменений степени деградации керамик показал 
эффективность применения ионной модификации для повышения сопротивляемости к 
термошоковым воздействиям. Согласно полученным данным, в случае 0.75 ZnO – 0.25 
TiO2 керамик ионное облучение с флюенсами 5×1012 - 1013 ион/см2 приводит к 
увеличению сопротивляемости к деструкции вызванной термошоковым воздействием 
более чем 1.5 раза. Для образцов 0.5 ZnO – 0.5 TiO2 керамик снижение твердости и 
степени деградации при флюенсах облучения 5×1012 - 1013 ион/см2 составляет порядка 3 
%, что более чем в 2 раза ниже аналогичных изменений, наблюдаемых для 
немодифицированных образцов керамик. Для образцов 0.25 ZnO – 0.75 TiO2 керамик 
ионное облучение с флюенсами 5×1012 - 1013 ион/см2 приводит к снижению твердости на 
4.9 – 5.3 %, что более чем 1.7 раза ниже, чем в случае изменений наблюдаемых для 
необлученных образцов керамик, подвергнутых термошоковым воздействиям. Подобные 
изменения свидетельствует о положительном эффекте сдерживания процессов 
деформационных искажений в модифицированных керамиках, а также об эффективности 
ионной модификации.  

При этом различия в характерах изменений степени деградации образцов керамик 
подвергнутых длительному высокотемпературному нагреву и термошоковым испытаниям 
обусловлена различием в механизмах коррозии и деструкции, вызванных данными 
воздействиями. В случае длительного высокотемпературного воздействия процессы 
окисления и, связанные с ними процессы диффузии кислорода, носят медленный 
характер, обусловленный тепловыми колебаниями и миграцией дефектов при постоянной 
температуре. В случае же термошоковых воздействий, резкое изменение температуры 
образцов приводит к формированию структурных искажений, вызванных 
деформационными напряжениями при релаксации и перепаде температур в образце. В 
данном случае более низкие показатели теплопроводности керамик, которые сдерживают 
механизмы прогрева образца и теплопередачи будут способствовать меньшему 
деформационному воздействию при возникновении градиента температур, так как сама 
разница температур в образцах при малом времени воздействия будет меньше, чем в 
случае образцов теплопроводность в которых выше.  
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термошоковым воздействиям. Согласно полученным данным, в случае 0.75 ZnO – 0.25 TiO2 
керамик ионное облучение с флюенсами 5×1012 - 1013 ион/см2 приводит к увеличению 
сопротивляемости к деструкции вызванной термошоковым воздействием более чем 1.5 
раза. Для образцов 0.5 ZnO – 0.5 TiO2 керамик снижение твердости и степени деградации 
при флюенсах облучения 5×1012 - 1013 ион/см2 составляет порядка 3 %, что более чем в 2 
раза ниже аналогичных изменений, наблюдаемых для немодифицированных образцов 
керамик. Для образцов 0.25 ZnO – 0.75 TiO2 керамик ионное облучение с флюенсами 
5×1012 - 1013 ион/см2 приводит к снижению твердости на 4.9 – 5.3 %, что более чем 1.7 
раза ниже, чем в случае изменений наблюдаемых для необлученных образцов керамик, 
подвергнутых термошоковым воздействиям. Подобные изменения свидетельствует 
о положительном эффекте сдерживания процессов деформационных искажений в 
модифицированных керамиках, а также об эффективности ионной модификации. 

При этом различия в характерах изменений степени деградации образцов керамик 
подвергнутых длительному высокотемпературному нагреву и термошоковым испы-
таниям обусловлена различием в механизмах коррозии и деструкции, вызванных 
данными воздействиями. В случае длительного высокотемпературного воздействия 
процессы окисления и, связанные с ними процессы диффузии кислорода, носят мед-
ленный характер, обусловленный тепловыми колебаниями и миграцией дефектов при 
постоянной температуре. В случае же термошоковых воздействий, резкое изменение 
температуры образцов приводит к формированию структурных искажений, вызванных 
деформационными напряжениями при релаксации и перепаде температур в образце. 
В данном случае более низкие показатели теплопроводности керамик, которые 
сдерживают механизмы прогрева образца и теплопередачи будут способствовать 
меньшему деформационному воздействию при возникновении градиента температур, 
так как сама разница температур в образцах при малом времени воздействия будет 
меньше, чем в случае образцов теплопроводность в которых выше. 

Таким образом, можно сделать вывод, что оптимальными условиями модификации, 
при которых степень деградации твердости минимальна, а эффект упрочнения и 
повышения сопротивляемости к внешним механических и высокотемпературным 
воздействиям является облучение с флюенсом 5×1012 ион/см2, воздействие которого 
приводит к формированию в структуре приповерхностного слоя высокодефектного 
слоя, плотность дефектов в котором оптимальна для сдерживания процессов 
высокотемпературных воздействий, а также диффузионных механизмов окисления при 
длительном термическом нагреве и термошоковом воздействии. 

Заключение 

В работе представлены результаты оценки влияния ионной модификации на 
изменение прочностных свойств и устойчивости к высокотемпературным процессам 
окисления и термошоковым воздействиям композитных xZnO – (1-x)TiO2 керамик 
при вариации флюенса облучения. Выбор высокоэнергетических ионов O⁺ позволяет 
реализовать контролируемый режим радиационной модификации, в котором 
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Изучение влияния ионной модификации композитных керамик на устойчивость к высокотемпературной 
деградации и термошоковым испытаниям

изменения структуры керамик формируются главным образом за счёт ионизационных 
процессов, а возникающие дефектные комплексы выполняют роль стабилизирующих 
барьеров, способных повышать устойчивость материала к механическим и термическим 
воздействиям без риска деградации вследствие имплантационных эффектов.

В ходе проведенных исследований установлено, что увеличение флюенса облучения 
до 5×1012 ион/см2 приводит к увеличению твердости приповерхностного слоя керамик, 
а также повышению сопротивляемости к внешним механическим воздействиям и 
растрескиванию. В ходе испытаний на устойчивость и сопротивляемость к высо-
котемпературной деградации установлено, что при длительном термическом 
воздействии сдерживание процессов диффузии кислорода и окисления происходит за 
счет образованных дефектов в приповерхностном слое. При этом в случае высокодозного 
облучения, образованные структурные дефекты и их последующая кластеризация 
и агломерация снижают эффективность сдерживания процессов термически 
индуцированной коррозии приповерхностных слоев и практически нивелируют 
эффект упрочнения достигнутый при ионной модификации в сравнении с исходными 
(немодифицированными) образцами керамик. 

Результаты оценки испытаний на устойчивость к циклическим термошоковым воз-
действиям показали перспективность использования ионной модификации с флю-
енсами облучения порядка 5×1012 – 1013 ион/см2, использование которых приводит 
к снижению степени деградации твердости более чем в 1.5-2 раза по сравнению с 
результатами, полученными для исходных (немодифицированных) керамик. 

Согласно полученным данным установлено, что создаваемые ионным облучением 
дефектные неоднородности в приповерхностном слое замедляют процессы атомарной 
диффузии кислорода и других агрессивных компонентов вглубь материала, что 
уменьшает скорость термически индуцированной коррозии и деградации поверхности. 
Определено, что модифицированный ионным облучением приповерхностный слой 
выполняет функцию защитного барьера, повышающего термошоковую прочность 
и устойчивость керамик к длительному воздействию высоких температур, а также 
связанных с ними процессов окисления и разупрочнения. 

При флюенсах облучения выше 5×1012 ион/см2 наблюдаемые эффекты разупроч-
нения, связанные со снижением значений твердости и упрочнения обусловлены 
эффектом перекрытия дефектных включений, что в свою очередь приводит к 
дестабилизации приповерхностного слоя и снижения эффектов барьерного сдерживания 
распространения микротрещин при внешних нагрузках, а также процессов термического 
окисления при длительном термическом воздействии. Основная причина таких 
изменений связана с интенсивным накоплением радиационных дефектов и эффектом 
перекрытия каскадов повреждений. При низких флюенсах каждый ион инициирует 
локальную область разрушения кристаллической решётки — формируются вакансии, 
межузельные атомы, мелкие дефектные кластеры и частично аморфизированные 
зоны. Однако при достижении флюенсов выше 5×1012 ион/см2 каскады начинают 
перекрываться, в результате чего плотность структурных дефектов резко возрастает. 
Это приводит к образованию протяжённых дефектных включений, рост концентрации 



Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің ХАБАРШЫСЫ.
Физика. Астрономия сериясы

ISSN: 2616-6836. eISSN: 2663-1296

106 №4(153)/ 2025

А.Л. Козловский, Р.А. Мухаметжарова, А.В. Труханов 

которых приводит к ослаблению эффектов барьерного сдерживания и снижает 
сопротивляемость к охрупчиванию приповерхностных слоев. Накопление вакансий 
и их кластеризация дополнительно приводит к радиационно-индуцированному 
охрупчиванию. Повышение концентрации дефектов создаёт значительные внутренние 
напряжения, нарушает стабильность барьерных дефектов, а образующиеся аморфные 
включения сами выступают в качестве катализаторов для роста микротрещин и 
последующей дестабилизации кристаллической структуры приповерхностного слоя. 
Дополнительный вклад в деградацию структуры вносит ускоренное термическое 
окисление дефектного приповерхностного слоя. Радиационные дефекты создают 
быстрые пути диффузии кислорода, а аморфизированные и разупорядоченные участки 
обладают повышенной химической активностью. При термическом воздействии 
такие зоны окисляются интенсивнее, что приводит к растрескиванию, шелушению 
и разрушению верхних слоёв керамики. Совокупность этих процессов — перекрытие 
каскадов повреждений, разрыхление структуры, деградация интерфейсов, охрупчивание 
и ускоренное окисление — приводит к выраженному разупрочнению материала и су-
щественному снижению его механической стойкости при флюенсах облучения выше 
5×1012 ион/см2.
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Композиттік керамикалардың иондық модификациясының жоғары температуралық 
деградацияға және термошок сынақтарына төзімділігіне әсерін зерттеу

Аңдатпа. Жұмыста мырыш титанаты негізіндегі керамикалардың беткі қабаттарының ион-
дық модификациясының жоғары температуралық коррозия процестеріне және қатты оксидті 
отын элементтеріне арналған анодтық материал ретінде пайдаланылған кезде туындайтын 
сыни жағдайларды модельдейтін термошок әсеріне ықпалы зерттеу нәтижелері ұсынылған. 
Керамикада модификацияланған қабатты құру әр түрлі флюенсі бар О+ иондарымен сәулелену 
арқылы жүзеге асырылды, олардың өзгеруі соқтығысқан иондардың қалыңдығы шамамен 
13 – 13.5 мкм болатын беткі қабаттың кристалдық құрылымымен әрекеттесуі нәтижесінде 
пайда болатын құрылымдық зақымданудың әртүрлі дәрежесін тудырды. Керамика үлгілеріне 
жоғары температураның ұзақ уақыт әсер етуімен байланысты термиялық тұрақтылығын 
сынау барысында, иондық сәулелендіру арқылы модификацияланған қабатты қалыптастыру 
коррозия мен деградация үдерістеріне төзімділікті арттыратыны, сондай-ақ керамиканың 
беткі қабатының беріктік қасиеттерінің бұзылу дәрежесін төмендететіні анықталды. Моди-
фикацияның оңтайлы шарттары 1012 - 5×1012 ион/см2 флюенсі бар иондық сәулелену болып 
табылады, онда беткі қабатта пайда болатын құрылымдық өзгерістер дәрежесі термиялық 
индукцияланған коррозия және деградация процестерімен байланысты теріс әсерді барынша 
азайтуға мүмкіндік береді.

Түйінді сөздер: титанаттар, керамикалық материалдар, коррозия процестері, тұрақтылық, 
модификацияланған қабат, беріктіктің төмендеуіне төзімділік 
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Study of the influence of ionic modification of composite ceramics on resistance 
to high-temperature degradation and thermal shock tests

Abstract. The paper presents the results of studies of the effect of ion modification of near-surface 
layers of ceramics based on zinc titanate on high-temperature corrosion processes and thermal shock 
effects simulating critical situations when using this type of ceramics as anode materials for solid oxide 
fuel cells. The creation of a modified layer in ceramics was carried out by irradiation with O+ ions with 
different fluences, the variation of which caused different degrees of structural damage created as a result 
of the interaction of incident ions with the crystalline structure of the near-surface layer with a thickness of 
about 13 – 13.5 μm. During the thermal stability tests carried out on ceramic samples, involving long-term 
exposure to high temperatures, it was found that the creation of a modified layer through ion irradiation 
allows for increased resistance to corrosion and degradation processes, as well as a reduction in the degree 
of destruction of the strength properties of the near-surface layer of ceramics. It was determined that the 
optimal conditions for modification are ion irradiation with fluences of 1012 - 5×1012 ion/cm2, at which the 
degree of structural changes created in the near-surface layer makes it possible to minimize the negative 
effect associated with thermally induced corrosion and degradation processes.

Key words: titanates, ceramic materials, corrosion processes, stability, modified layer, resistance to 
softening 
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Кіріспе 

Ғарыштық сәулелер ағындарының әртүрлі уақыттық және вариациялық өзгеру таби-
ғаты, соның ішінде тәуліктік, 27 күндік, жылдық, 11 жылдық және тағы да басқалары, 
сонымен бірге атмосфера және ауа-райдың күйлерімен Күн және геофизика фактор-
ларының өзара байланысы бұрыннан ерекше назарға ие.

Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ космофизикалық кешен қондырғысының 
деректері бойынша ғарыштық сәулелер қарқындылығының 
өзгеруін тіркеу және талдау

Аңдатпа. Бұл жұмыста Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия ұлттық универси-
тетінің (ЕҰУ) космофизикалық эксперименттік кешенінің қрамына кіретін 
CARPET қондырғысының негізгі техникалық сипаттамалары келтірілген. 
2017-2024 жылдар аралығындағы жүргізілген эксперименттік зерттеу-
лердің нәтижелері келтірілген, сондай-ақ ғарыштық сәулелер ағындары-
ның  тіркелген вариациаларын және геомагниттік және планетаралық 
орта параметрлерін талдаудың жекелеген аспектілері қарастырылған.
Мақалада аталған университеттің ғылыми кешендегі CARPET детекторы-
ның модульдерімен тіркелген екінші ретті ғарыштық сәулелер ағындары-
ның 2017, 2021, 2024 жылдардағы қуатты геомагниттік қозулар кезінде 
KP,AP,Dstгеомагниттік индекстерініңFS Күн желінің плазмалық жылдам-
дығының және Жер үсті нейтрон мониторлардыңдеректерімен уақыттық 
вариациаларының салыстырмалы талдауы келтірілген. Зерттеу үшін Күн-
нің жарқыл белсенділігі туралы деректер де пайдаланылды және оның 
графигі келтірілді. Геомагниттік қозулардың себебі болып табылатын 
Күн жарқылының сипаттамалары мен параметрлері қарастырылды. Со-
нымен қатар, магниттік дауылдар туралы деректер де келтірілді. Талдау 
нәтижелері көрсетілді, Форбуш-төмендеуі эффектісі айқындалып, оның 
сипаттамалары мен ерекшеліктері қарастырылды. Алынған нәтижелер 
ғарыштық сәулелер қарқындылығының вариациялары Күн бетіндегі қо-
зулардан туындап, кейінгі геомагниттік өріс элементтерінің өзгерістері-
не байланысты екені айтылды және көрсетілді.
Түйін сөздер: космофизикалық кешен, детектор, Күн белсенділігі, Күн 
жарқылы, геомагмниттік қозулар, галактикалық ғарыштық сәулелер, 
Форбуш-төмендеуі
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Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ космофизикалық кешен қондырғысыныңдеректері бойынша ғарыштық сәулелер 
қарқындылығының өзгеруін тіркеу және талдау

Қазіргі уақытта Күн – Жер физикасының ең өзекті мәселелерінің бірі – ғарыштық 
сәулелердің төменгі атмосфераға әсері болып табылады. Ғарыштық сәулелер ауа райы 
және климатқа ықпал ететін атмосфералық процестерде негізгі рөлдерді атқарады. 
Жалпы қоршаған орта мәселелері қашанда маңызды болғандықтан атмосферадағы 
болатын құбылыстар көптеген жылдар бойы ғалымдардың негізгі зерттеу объектісіне 
айналды. Сондықтан атмосфералық құбылыстар туралы зерттеулер аясында алынан 
деректер мен мәліметтерді түсіну және оны түсіндіруде екінші ретті ғарыштық сәулелер 
ағыны вариациаларына атмосфералық процестердің әсерін зерттеу де маңызды болып 
табылады. Бір жағынан, Күн – геофизикалық факторлар төменгі атмосферадағы болатын 
құбылыстарға да әсері бар. Мысал ретінде 11 жылдық Күн белсенділігі циклының Жердегі 
ауа райы мен климатқа әсері және олардың байланысы туралы зерттеулерді келтіруге 
болады [1]. Сонымен бірге, Күн протон оқиғалары және галактикалық ғарыштық 
сәулелер ағындарының қарқынды өзгерістері кезінде циклондық құбылыстардың 
күшеюібайқалатыны дәлелденген[2].

Күн бетіндегі жарқылдар процестері кезінде күндік желдердің қозуы байқалады, бұл 
қозулар өз кезегінде Күн бетінен короналды масса шығарындысы (CME) құбылысына 
әкеледі. Күндік желдер галактикалық ғарыштық сәулелерге әсер етеді, осылайша 
олар ғарыштық сәулелердің қарқындылығының вариациясын тудырады. Мүндай 
вариациялар түріне Форбуш-эффект (қысқа уақытты және кенеттен ғарыштық 
сәулелердің қарқындылығының төмендеуі).  Аталған эффект өте күрделі құбылыс және 
ол терең зерттеуді қажет етеді.

Галактикалық және Күн ғарыштық сәулелердің ауа райы, климат және төменгі 
атмосферадағы процестерге әсері әр түрлі Күн – геофизикалық байланыс параметрлерінің 
өзгерістерінен болуы мүмкін. Алайда, аталған геофизикалық және планетаралық 
кеңістік өзгерістердің төменгі атмосфераға әсері механизмі толықтай зерттелмеген. 
Осыған орай, қазіргі уақытта Күн-Жер байланысы физикасы аясында расталмаған 
механизмдерді зерттеу бойынша жұмыстарды жүргізу өте маңызды.

Ғарыштық сәулелерді зерттеу үшін бірінші ретті ғарыштық сәулелердің атмосферамен 
өзара әрекеттесуінен пайда болатын екінші ретті ғарыштық сәуле бөлшектерін тіркейтін 
жер үсті қондырғылары қолданылады.

Осы мақсатта, Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия Ұлттық университетінде Ресей ғылым 
академиясының П.Н.Лебедев атындағы Физика институтымен (Ресей Федерациясы, 
Мәскеу облысы) бірлесіп құрамына иондаушы бөлшектерді тіркейтін CARPET детекторы, 
нейтрондарды тіркейтін нейтрондық детектор және EFM-100 электростатикалық 
флюксметр кіретін ғылыми космофизикалық кешен құрылды.

CARPET қазіргі уақыттағы қолданыстағы басқа нейтрондық мониторлармен 
салыстырғанда барлық зарядталан бөлшектерге, оның ішінде бірінші ретті галактикалық 
және күндің ғарыштық сәулелердің Жер атмосферасына енгенде түзілетін төменгі 
энергиялы ғарыштық сәулелердің зарядталған екінші ретті компонентеріне деөте 
сезімтал.

Аталған космофизикалық жер үсті кешеннің деректері атмосфера физикасын 
зерттеу, оның ғарыштық сәулелермен өзара байланысы мен әрекеттесуін, ұзақ мерзімді 
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уақыттық перспективада зерттеулер жүргізуге жақсы мүмкіндік береді және де екінші 
ретті ғарыштық сәулелер бойынша қазіргі уақытта қолданылатын космофизикалық жер 
үсті детекторларының желісінің деректеріне қосымша дерекқор ретінде жалпы әлемдік 
деректер базасын сапалы түрде толықтыра алады.

Әдіснама

CARPET екінші ретті ғарыштық сәуле детекторы [3-5] екі бірдей типтегі CARPET1 және 
CARPET2 модульдерінен тұрады, бұл өлшеудің жоғары дәлдігін қамтамасыз етеді. Бір 
модульдің құрамында жалпы саны 120 Гейгер есептегіштері орналасқан. Эксперименттік 
деректерді жазу 1мс импульстің периодтық қарқынында N1, N2, N12 үш каналдар 
арқылы жүргізіледі. Бірінші канал (N1, UP) 60 есептегіштен тұратын жоғары қабаты 
арқылы өтетін зарядталған бөлшектердің интегралды санына сәйкес келеді. Екінші 
канал (N2, LOW) 60 есептегіштен тұратын төменгі қабаты арқылы өтетін зарядталған 
бөлшектердің интегралды санына сәйкес келеді. Детектордың телескопиялық құрылымы 
барлық жоғарғы есептегіштердің (N1 каналы) жалпы санау қарқынын, барлық төменгі 
есептегіштердің (N2 каналы)  санау қарқыны және жоғарғы есептегіш, алюминий 
фильтрі және төменгі есептегіш (N12 немесе TEL каналы) арқылы өтетін зарядталған 
бөлшектердің санау қарқыны туралы ақпарат алуға мүмкіндік береді.

Деректердің алғашқы аталған екі каналы протондарды(Е  >  5  МэВ), электрон мен 
позитрондарды (Е  >  200  кэВ), мюондарды (Е  >  1,5  МэВ), және фотондарды (E > 20 кэВ)
(протон, электрон, позитрон, мюондарды тіркеу тиімділігі ~ 100 %, фотондарды тіркеу 
тиімділігі < 1 %) жалпы санау қарқынына сәйкес келеді. Үшінші арна үшін тіркеудің 
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оқиғаларды тіркейді.TEL каналы бұл бір бағытта бірінен соң бірі орналасқан екі 
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Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ космофизикалық кешен қондырғысыныңдеректері бойынша ғарыштық сәулелер 
қарқындылығының өзгеруін тіркеу және талдау

есептегіштің жүйесі. Электроника (сәйкестік схемасы) барлық есептегіштерден өткен 
сигналдардың сәйкестігін тіркейді. Осылайша, телескоптық жүйе жалған сигналдардың 
пайда болуын айтарлықтай төмендетеді, өйткені сигнал пайда болу үшін бір уақыттық 
импульстардың бар болуы қажет. Сәйкесінше, TEL каналын қолдану – бұл алынатын 
деректердің шынайылығын арттырудың маңызды әдісі.

Нәтижелер мен талқылау 

Корональды масса шығарындысы (CME) сияқты Күн белсенділігі локалды планет-
аралық магнит өрісін айтарлықтай күшейтетін жоғары энергиялы бөлшектер ағынын 
тудырады. Уақытша қозған магнит өрістері галактикалық ғарыштық сәулелердің 
таралуын тежейді, бұл галактикалық ғарыштық сәулелер ағындарының күрт төмен-
деуіне ықпал етеді. Бұл құбылыс Форбуш-төмендеуі деп аталады [6, 7].

Форбуш – төмендеуді өлшеу және оны зерттеу галактикалық ғарыштық сәулелердің 
таралуын және олардың гелиосферадаы күрделі ортамен әрекеттесуін диагностикалауға 
мүмкіндік береді.. Галактикалық ғарыштық сәулелердің Форбуш – төмендеуі ондаған 
жылдар бойы әртүрлі геомагниттік кесу қаттылығы әртүрлі аймақтарда орналасқан 
нейтрондық мониторлар арқылы кеңінен өлшенді [8]. Соңғы жылдары Форбуш – 
төмендеулерді зерттеу үшін екінші ретті ғарыштық сәулеллердің жалпы иондаушы 
компоненттерін тіркейтін детекторлар белсенді түрде қолданыла бастады [9, 10].

Бұл жұмыста талдау үшін нейтрондық мониторлардың әлемдік желісінің деректері, 
сонымен бірге гелиосфералық және магнитосфералық қозулар кезіндегі планетаралық 
кеңістіктің электромагниттік жағдайы туралы деректер пайдаланылды [8, 11].

Жұмыс барысында бастапқы эксперименттік деректер әрбір канал үшін алынған 
қысым бойынша түзету коэффициенттер арқылы түзетілді. Барометрлік қысымға 
түзету β коэффициенті

                                                                   N=N0∙e-β∙(P-P0) 					                 (1)

формуласы арқылы эксперименттік мәндерге сызықтық регрессия әдісі қолданыла 
отырып анықталады. Бұл әдіс [12] жұмыста толығырақ көрсетілген.

Сонымен бірге, бағдарламалық жасақтаманың көмегімен берілген режимде есептеу 
уақытындағыимпульстардың жалпы санын суммалауға (интегралдауға) мүмкіндік бар. 
Жалпы алғанда, орташа мәндер 

					     (2)

формула бойынша тиімді өлшеу уақытына нормаланған есептік уақыт ішінде 
тіркелген импульстардың саны бойына анықталады, мұндағы ni – секунд ішіндегі есептеу 
саны (немесе басқа базалық интервал), Ti – есептік уақыт, N – орташалау сағат бойынша 
алынған жағдайдағы берілген сағаттағы секундтар саны.Пуассонның статистикалық 
қателігі:
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детекторының екі модулі көмегімен алынан өлшеу деректері айтарлықтай дұрыс. Алынған 
деректердің дұрыстылығын сәуле қарқындылығының 2017 жылғы 1 қыкүйегі мен 15 
қыркүйегі аралығындағы қатты геомагниттік дауыл кезінде алынған уақыттық өзгерістер 
нәтижелерін басқа нейтрондық мониторлардағы өлшеу деректерімен салыстырудағы 
үйлесімділік көрсетеді (1-суретте:1 қисық  -  67.57°N, 33.39°Eгеомагниттік кесу Rc = 0.65 ГВ 
қаттылығында орналасқан Ресей Полярлық геофизикалық институтындағы  «Апатиты» 
нейтрон мониторы, 2қисық –43,1°S, 76,6°E геомагниттік кесу Rc = 6,69 ГВ қаттылығында 
орналасқан Қазақстандық Ионосферы институтындағы «Алматы» нейтрон мониторы, 3 қисық 
- 46.55°N, 7.98°E геомагниттік кесу Rc = 4,49 ГВ қаттылығында орналасқан Швейцариялық 
«Jungfraujoch IGY» нейтрон мониторы). 
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CARPET детекторының екі модулі көмегімен алынан өлшеу деректері айтарлықтай 
дұрыс. Алынған деректердің дұрыстылығын сәуле қарқындылығының 2017 жылғы 
1 қыкүйегі мен 15 қыркүйегі аралығындағы қатты геомагниттік дауыл кезінде 
алынған уақыттық өзгерістер нәтижелерін басқа нейтрондық мониторлардағы өлшеу 
деректерімен салыстырудағы үйлесімділік көрсетеді (1-суретте: 1 қисық  –  67.57°N, 
33.39°Eгеомагниттік кесу Rc = 0.65 ГВ қаттылығында орналасқан Ресей Полярлық 
геофизикалық институтындағы  «Апатиты» нейтрон мониторы, 2қисық –43,1°S, 76,6°E 
геомагниттік кесу Rc = 6,69 ГВ қаттылығында орналасқан Қазақстандық Ионосферы 
институтындағы «Алматы» нейтрон мониторы, 3 қисық - 46.55°N, 7.98°E геомагниттік 
кесу Rc = 4,49 ГВ қаттылығында орналасқан Швейцариялық «Jungfraujoch IGY» нейтрон 
мониторы).

 

Сурет 1. CARPET  детекторының екі модулінің TEL каналындағы санау қарқындылығы 
(Форбуш эффектісі, қыркүйек 2017 ж.)

 
Сурет 1. CARPET  детекторының екі модулінің TEL каналындағы 
санау қарқындылығы (Форбуш эффектісі, қыркүйек 2017 ж.) 

 
2017 жылдың қыркүйек айындағы CARPET детекторы мен нейтрондық мониторлардың 

эксперименттік деректері Жер бетіндегі атмосферадағы ғарыштық сәулелер ағыны 
қарқындылығының төмендегенің көрсетті. Бұл Күн бетіндегі жарқылдар сериялары есебінен 
Күн белсенділігінің артуына байланысты. Форбуш – төмендеуі 4 қыркүйектен 10 қыркүйекке 
дейін NOAA12673(S11W16) аймағында Күн сәулесінің жоғары белсенділігінен туындады[10, 
13]. Ғарыштық сәулелердің қарқындылығының амплитудасы ≈2% төмендеуі 7 қыркүйекте 
планетаралық қозулар мен геомагниттік дауылдың басталуымен жүреді. Әрі қарай 8 
қыркүйекте барлық Жер үсті мониторлардаы ғарыштық сәулелер ағындарының 
қарқындылығы айтарлықтай төмендеді. Бұл құбылыс CARPET детекторында да байқалды. 

Жоғары Күн белсенділігінен кейін 7 және 8 қыркүйекте жылдамдығыжоғары Күн 
желдері мен Жер маңы кеңістігіндегі планетаралық магнит өрісінің қозуы байқалды. 
Ғарыштық сәулелер ағынының амплитудасының төмендеуі планетаралық кеңістіктегі 
қозулардың басталуымен және геомагниттік дауыл фазасына сәйкес келеді. 

2017 жылдың 8 қыркүйегінде Dst шамасы -142 нТ (1 UTС) дейін төмендеді, ал үш сағаттық 
планеталық Kp геомагниттік индекс шамасы 9 қыркүйекке дейін жоғары болды (4,7 ден 8,3 
аралығында) және максималды мәнге (8,3) 8 қыркүйекте 1-14 UTС аралығында жетті. Күн желі 
плазмасының жылдамдығы 817 км/сағ мәніне 8 қыркүйекте 8 UTС жетті. Магнит өрісінің В 
және Bz критикалық мәндері сәйкесінше 7,3 және 24, нТ жетіп, магнит өрісінің тығыздығы 7 
қыркүйекте 13,9 N/см3 құрады. 

Нәтижесінде геомагниттік дауылдың штормдық деңгейге жетті және оның мәні -14 нТл 
құрады. Мұндай дауылдың үлкен мәні 2017 жылда болған жалғыз жағдай. Өтіп жатқан 
корональды массашығарындысы (CME) Жерге жететін ғарыштық сәулелер мөлшерінің 
төмендеуіне ықпал етті, нәтижесіндеЖердегі нейтрондық мониторлар 8 қыркүйекте Форбуш 
– төмендеуі 9% -ке жеткенін тіркеді. 

2021 жылдың қарашасынла (2021 жылғы 4 қараша) Жерде ең қуатты геомагниттік дауыл 
тіркелді. Ол 2021 жылғы 3 қарашада басталды. 21:00 (UTC) уақытында геомагниттік (Kp) 
индексі 6 мәніне жетті және ол 2021 жылғы 4 қарашада шамамен ~15:00 (UTC) Kp = 4 мәніне 
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2017 жылдың қыркүйек айындағы CARPET детекторы мен нейтрондық монитор-
лардың эксперименттік деректері Жер бетіндегі атмосферадағы ғарыштық сәулелер 
ағыны қарқындылығының төмендегенің көрсетті. Бұл Күн бетіндегі жарқылдар 
сериялары есебінен Күн белсенділігінің артуына байланысты. Форбуш – төмендеуі 
4 қыркүйектен 10 қыркүйекке дейін NOAA12673(S11W16) аймағында Күн сәулесінің 
жоғары белсенділігінен туындады[10, 13]. Ғарыштық сәулелердің қарқындылығының 
амплитудасы ≈2% төмендеуі 7 қыркүйекте планетаралық қозулар мен геомагниттік 
дауылдың басталуымен жүреді. Әрі қарай 8 қыркүйекте барлық Жер үсті мониторлардаы 
ғарыштық сәулелер ағындарының қарқындылығы айтарлықтай төмендеді. Бұл 
құбылыс CARPET детекторында да байқалды.

Жоғары Күн белсенділігінен кейін 7 және 8 қыркүйекте жылдамдығыжоғары Күн 
желдері мен Жер маңы кеңістігіндегі планетаралық магнит өрісінің қозуы байқалды. 
Ғарыштық сәулелер ағынының амплитудасының төмендеуі планетаралық кеңістіктегі 
қозулардың басталуымен және геомагниттік дауыл фазасына сәйкес келеді.

2017 жылдың 8 қыркүйегінде Dst шамасы -142 нТ (1 UTС) дейін төмендеді, ал үш 
сағаттық планеталық Kp геомагниттік индекс шамасы 9 қыркүйекке дейін жоғары 
болды (4,7 ден 8,3 аралығында) және максималды мәнге (8,3) 8 қыркүйекте 1-14 UTС 
аралығында жетті. Күн желі плазмасының жылдамдығы 817 км/сағ мәніне 8 қыркүйекте 
8 UTС жетті. Магнит өрісінің В және Bz критикалық мәндері сәйкесінше 7,3 және 24, нТ 
жетіп, магнит өрісінің тығыздығы 7 қыркүйекте 13,9 N/см3 құрады.

Нәтижесінде геомагниттік дауылдың штормдық деңгейге жетті және оның мәні -14 
нТл құрады. Мұндай дауылдың үлкен мәні 2017 жылда болған жалғыз жағдай. Өтіп 
жатқан корональды массашығарындысы (CME) Жерге жететін ғарыштық сәулелер 
мөлшерінің төмендеуіне ықпал етті, нәтижесіндеЖердегі нейтрондық мониторлар 8 
қыркүйекте Форбуш – төмендеуі 9% -ке жеткенін тіркеді.

2021 жылдың қарашасынла (2021 жылғы 4 қараша) Жерде ең қуатты геомагниттік 
дауыл тіркелді. Ол 2021 жылғы 3 қарашада басталды. 21:00 (UTC) уақытында геомагниттік 
(Kp) индексі 6 мәніне жетті және ол 2021 жылғы 4 қарашада шамамен ~15:00 (UTC) Kp 
= 4 мәніне дейін жалғасты. Геомагниттік индекстің максималды мәні 8 балдық деңгейге 
дейін көтерілді (9 балл ішінде).

Гемагниттік дауыл туындауының басты себебі – Күн бетіндегі 2021 жылы 2 
қарашада тіркелген М1.7/1F  жарқылы. Ол Жерге қарай баытталғанкорональды масса 
шығарындысымен (CME) жалғасты. Бұл оқиғаның ерекшелігі, орташа классификациялы 
(M1.7) жарқылынан өте күшті және ұзаққа созылған геомагниттік қозудың пайда болуы.

Аталған уақыт аралығындағы геомагниттік қозулары кезіндегі екінші ретті арыштық 
сәулелердің ағынын талдау мақсатында 2021 жылғы 3 және 6 қараша аралығында 
алынған CARPET деректері пайдаланылды (2-сурет).
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Сурет 2. N12 (TEL) каналыныңсанау қарқыны (жарты сағаттық деректер 
орташаландырылған) және Kp индексінің өзгеру динамикасы

Төмендегі 3-суретте CARPET модульдерінің N12 (TEL) каналының санау қарқынының 
деректері және (Ap, Dst) геомагниттік индекстер мен Күн желінің плазма ағынының 
жылдамдықтарымен корреляциялық талдау графигі келтірілген.

Ғарыштық сәулелер деректері барометрлік қысымға түзетілген. Деректердің орташа 
мәндері тиісті уақыт аралықтарына (сағаттық деректер) сәйкес талданған.

дейін жалғасты. Геомагниттік индекстің максималды мәні 8 балдық деңгейге дейін көтерілді 
(9 балл ішінде). 

Гемагниттік дауыл туындауының басты себебі – Күн бетіндегі 2021 жылы 2 қарашада 
тіркелген М1.7/1F  жарқылы. Ол Жерге қарай баытталғанкорональды массашығарындысымен 
(CME) жалғасты. Бұл оқиғаның ерекшелігі, орташа классификациялы (M1.7) жарқылынан өте 
күшті және ұзаққа созылған геомагниттік қозудың пайда болуы. 

Аталған уақыт аралығындағы геомагниттік қозулары кезіндегі екінші ретті арыштық 
сәулелердің ағынын талдау мақсатында 2021 жылғы 3 және 6 қараша аралығында алынған 
CARPET деректері пайдаланылды (2-сурет). 
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жылдамдықтарымен корреляциялық талдау графигі келтірілген. 

Ғарыштық сәулелер деректері барометрлік қысымға түзетілген. Деректердің орташа 
мәндері тиісті уақыт аралықтарына (сағаттық деректер) сәйкес талданған. 
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Сурет 3. СARPET1. CARPET2 модульдерінің телескоп (N12) каналындағы санау 
жылдамдығының уақыттық өзгеруі, (Dst, Ap) геомагниттік индекстері және Күн желі 

плазмасы ағынының жылдамдығы (FlowSpeed)

Жоғарыдағы суретке сәйкес 2021 жылғы 4 қараша (~00:00 UTC) – 2021 жылғы 5 қараша 
(~03:00 UTC) интервалы аралығында барлық каналдар бойынша Форбуш – төмендеуі 
байқалды. Едәуір үлкен ауытқу амплитудасы байқалатын Форбуш – төмендеуіCARPET 
детекторы екі модуліндегі N12 (TEL) каналындағы санау қарқындылығының 
вариацияларында көрінеді.

Ауытқу амплитудасы каналдар бойынша да, модульдер бойынша да ~ 0.2% - дан~5.3% 
- ға дейін айтарлықтай өзгереді. Уақыттың өзгеру динамикасында екнші ретті ғарыштық 
сәулелер аынының жоғарғы энергиялы бөлшектерін тіркеу шегін ескере келе екі 
модуль үшін де N12 (TEL) каналы үшін Форбуш – төмендеу амплитудасының үлкен мәні 
ерекшеленеді.

2024 жылдың мамырында Күн белсенділігінің айтарлықтай артқаны байқалды, ол Күн 
жарқылдарының көбеюімен ерекшеленді. 2024 жылғы 10 мамырда соңғы 20 жылдағы ең 
қуатты геомагниттік дауыл орын алды. Ол 2024 жылдың 10-11 мамырында Жерге келіп 
жеткен, галактикалық ғарыштық сәулелерде Форбуш-төмендеуін тудырған,бірнеше 
корональды масса шығарындыларының (CME) бірігуінен пайда болды. Бұл құбылыс 
барлық әлемдік жер үсті нейтрондық мониторлармен тіркелді. Осы периодтың ерекшелігі 
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Жоғарыдағы суретке сәйкес 2021 жылғы 4 қараша (~00:00 UTC) – 2021 жылғы 5 қараша 

(~03:00 UTC) интервалы аралығында барлық каналдар бойынша Форбуш – төмендеуі 
байқалды. Едәуір үлкен ауытқу амплитудасы байқалатын Форбуш – төмендеуіCARPET 
детекторы екі модуліндегі N12 (TEL) каналындағы санау қарқындылығының 
вариацияларында көрінеді. 

Ауытқу амплитудасы каналдар бойынша да, модульдер бойынша да ~ 0.2% - дан~5.3% - 
ға дейін айтарлықтай өзгереді. Уақыттың өзгеру динамикасында екнші ретті ғарыштық 
сәулелер аынының жоғарғы энергиялы бөлшектерін тіркеу шегін ескере келе екі модуль үшін 
де N12 (TEL) каналы үшін Форбуш – төмендеу амплитудасының үлкен мәні ерекшеленеді. 

2024 жылдың мамырында Күн белсенділігінің айтарлықтай артқаны байқалды, ол Күн 
жарқылдарының көбеюімен ерекшеленді. 2024 жылғы 10 мамырда соңғы 20 жылдағы ең 
қуатты геомагниттік дауыл орын алды. Ол 2024 жылдың 10-11 мамырында Жерге келіп 
жеткен, галактикалық ғарыштық сәулелерде Форбуш-төмендеуін тудырған,бірнеше 
корональды масса шығарындыларының (CME) бірігуінен пайда болды. Бұл құбылыс барлық 
әлемдік жер үсті нейтрондық мониторлармен тіркелді. Осы периодтың ерекшелігі 
геомагниттік дауыл фазасында галактикалық ғарыштық сәулелер ағынының едәуір 
төмендеуімен қатар Жер маңы кеңістігіне жоғары энергиялы Күн ғарыштық сәулелердің келуі 
тіркелді. Бұл бөлшектердің шығу көзі – 11 мамырдың сағат 01.10 UTC басталған  өте қуатты 
Х5.8/2В баллдық (координатасы S17W44) Күн жарқылы. 
 Форбуш – төмендеуі 10 мамырдың шамамен ~17.10 UTC басталды және ол осы уақытта 
Жер маңы кеңістігіне планетааралық соққы толқынының келуімен байланысты болды. Бұл 
құбылыс нейтрондық мониторларда сәуле бөлшектерінің өсуімен байқалды. Төменде 4-
суретте мамыр айындағы өлшеулер деректері бойынша тұрғызылған графиктер келтірілген. 
Графиктердегі көрсетілген нөмірлерге сәйкес әлемдік нейтрон мониторлары, оның ішінде 
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геомагниттік дауыл фазасында галактикалық ғарыштық сәулелер ағынының едәуір 
төмендеуімен қатар Жер маңы кеңістігіне жоғары энергиялы Күн ғарыштық сәулелердің 
келуі тіркелді. Бұл бөлшектердің шығу көзі – 11 мамырдың сағат 01.10 UTC басталған  өте 
қуатты Х5.8/2В баллдық (координатасы S17W44) Күн жарқылы.

Форбуш – төмендеуі 10 мамырдың шамамен ~17.10 UTC басталды және ол осы уақытта 
Жер маңы кеңістігіне планетааралық соққы толқынының келуімен байланысты болды. 
Бұл құбылыс нейтрондық мониторларда сәуле бөлшектерінің өсуімен байқалды. 
Төменде 4-суретте мамыр айындағы өлшеулер деректері бойынша тұрғызылған гра-
фиктер келтірілген. Графиктердегі көрсетілген нөмірлерге сәйкес әлемдік нейтрон 
мониторлары, оның ішінде Апатиты (1-қисық), Оңтүстік полюс (2-қисық), Долгопрудный 
қаласындағы CARPET детекторы (3-қисық) және нейтрондық детектор (4-қисық), Астана 
қаласындағы Еуразия Ұлттық университеті базасындағы CARPET детекторы (5-қисық), 
CASLEO Аргентина астрономиялық обсерваториясында орналасқан CARPET детекторы 
(6-қисық) және нейтрондық детектор(7-қисық) және Алматы қаласындағы Ионосфера 
институтындағы нейтрондық монитор (8-қисық) деректерінен алынған көрсеткіштер, 
сонымен қатар планетааралық магнит өрісінің шамасы (9-қисық)және геомагниттік 
Dstиндексінің шамасы (10-қисық) келтірілген.Геомагниттік қозудің максималды фазасы 
11 мамырдың сағат ~ 2-3 UT байқалды. Бұл уақытта Dst шамасы -412 нТл дейін төмендеді 
(3-сурет, 10 қисық), ал планеталық Kp геомагниттік индекс шамасы~9 дейін [14] өсті.
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Сурет 4. 2024 жылғы 9-13 мамырдағы өлшеулер деректері

Аталған уақыт диапазонында CARPET детекторларының деректері бойынша ға-
рыштық сәулелердің вариациялары қарастырылды. 2024 жылғы 9-13 мамырдағы 
бөлшектерді өлшеу деректері санау қарқынының өзгеруі мен айқындалған Форбуш 
– төмендеуін көрсетті. Жоғарыдағы 4-суретте тік сызықтар планетааралық соққы 
толқынының 10 мамырда сағат ~17.06 UT келуімен сәйкес келеді. Геомагниттік қозудың 
басталуы А әрпімен белгіленген пунктир сызығы бойына сәйкес келеді. X5.8/2B баллдық 
Күн жарқылы 11 мамырда сағат 01.10 UT басталды (В белгілеуі). Жер маңы кеңістігіне 
Күн протондарының келу уақыты –  11 мамыр 02.10 UTC (С белгілеуі).

Апатиты (1-қисық), Оңтүстік полюс (2-қисық), Долгопрудный қаласындағы CARPET 
детекторы (3-қисық) және нейтрондық детектор (4-қисық), Астана қаласындағы Еуразия 
Ұлттық университеті базасындағы CARPET детекторы (5-қисық), CASLEO Аргентина 
астрономиялық обсерваториясында орналасқан CARPET детекторы (6-қисық) және 
нейтрондық детектор(7-қисық) және Алматы қаласындағы Ионосфера институтындағы 
нейтрондық монитор (8-қисық) деректерінен алынған көрсеткіштер, сонымен қатар 
планетааралық магнит өрісінің шамасы (9-қисық)және геомагниттік Dstиндексінің шамасы 
(10-қисық) келтірілген.Геомагниттік қозудің максималды фазасы 11 мамырдың сағат ~ 2-3 UT 
байқалды. Бұл уақытта Dst шамасы -412 нТл дейін төмендеді (3-сурет, 10 қисық), ал 
планеталық Kp геомагниттік индекс шамасы~9 дейін [14] өсті. 
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Қорытынды 

Л.Н. Гумилев атындағы ғылыми кешендегі орнатылған CARPET детекторларынан 
алынған эксперименттік деректеріне жүргізілген талддаулар, аталған қондырғының 
әлемдік нейтрондық мониторлардың нәтижелерімен коррелляцияны көрсетті және 
детектор ғарыштық сәулелер вариациясының табиғатын әртүрлі аралықтары үшін, 
соның ішінде Форбуш-төмендеуін бақылау үшін зерттеуге мүмкіндік беретіне көз 
жеткізді:

1. Еуразия ұлттық университеті базасындағы CARPET детекторының модульдерімен 
қуатты геомагниттік қозулар кезеңінде тіркелген екінші ретті ғарыштық сәулелер 
ағындарының уақыттық өзгерістеріне геомагниттік индекс шамаларын қолдана 
отырып салыстармалы талдау жүргізілді.

2. Күн жарқылы белсенділігіне байланысты болған екінші ретті ғарыштық сәулелер 
ағынының уақыттық өзгеріс динамикасында  Форбуштық төмендеулер Жерге 
бағытталған корональды масса шығарындыларымен (CME) бірге жүретіндігі көрсетілді.

3. Ғарыштық сәулелер бөлшектері ағындарының қарқындылығының өзгеруіне себеп 
болған Күндік және геомагниттік қозу белсенділіктерінің параметрлері, сипаттамалары 
және ерекшеліктері қарастырылды.

Қорытындылай келе, алынған нәтижелер ғарыштық сәулелер қарқындылығының 
вариациялары Күн бетіндегі қозулардан туындап, кейінгі геомагниттік өріс элемент-
терінің өзгерістеріне байланысты екенін растады және көрсетті.

Сонымен қатар, CARPET детекторларының ЕҰУ-дағы ұзақ мерзімді деректері әлемдік 
нейтрондық мониторлар желісін толықтырып, Орталық Азия аймағы үшін бірегей 
ақпарат береді. Бұл Қазақстан аумағында атмосфералық процестер мен климаттық 
өзгерістерді зерттеуге жаңа мүмкіндік ашып, Күн-Жер байланысы құбылыстарына 
мониторинг жүргізудің тұтастығын арттырады. Алдағы зерттеулерде алынған деректер 
ғаламдық және аймақтық деңгейдегі ғылыми талдауларды тереңдетуге негіз болады.
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Регистрация и анализ изменения интенсивности космических лучей по данным 
установки космофизического комплекса ЕНУ им. Л.Н. Гумилева

Аннотация. В данной работе приведены основные технические характеристики установки 
CARPET, входящей в состав космофизического экспериментального комплекса Евразийского 
национального университета им. Л.Н. Гумилева. Приведены результаты экспериментальных 
исследований, проведенных в период с 2017 по 2024 годы, а также рассмотрены отдельные 
аспекты анализа зарегистрированных вариаций потоков космических лучей и параметров 
геомагнитной и межпланетной среды. В статье представлен сравнительный анализ временных 
вариаций потоков вторичных космических лучей с приведением геомагнитных индексов KP, AP, 
Dst,скорости плазмы солнечного ветра FS и данных наземных нейтронных мониторовв период 
мощных геомагнитных возбуждений 2017, 2021 и 2024 годов, зафиксированных модулями 
детектора CARPET в научном комплексе данного университета. Для исследования также были 
использованы данные о вспышечной активности Солнца и приведен его график. Рассмотрены 
характеристики и параметры солнечной вспышки, являющейся причиной геомагнитных 
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возбуждений. Кроме того, были приведены данные о магнитных бурях. Были показаны ре-
зультаты анализа, выявлен эффект Форбуш-понижений, рассмотрены его характеристики и осо-
бенности. Полученные результаты показали, что вариации интенсивности космических лучей 
вызваны возбуждениями на поверхности Солнца и связаны с последующими изменениями 
элементов геомагнитного поля.

Ключевые слова: космофизический комплекс, детектор, солнечная активность, солнечная 
вспышка, геомагнитные возбуждения, галактические космические лучи, Форбуш-понижение
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Registration and analysis of cosmic ray intensity variations based on data from 
the L.N. Gumilyov ENU cosmophysical complex

Abstract. This paper presents the main technical characteristics of the CARPET installation, which 
forms part of the Cosmophysical Experimental Complex at L. N. Gumilyov Eurasian National University. 
It reports the results of experimental studies carried out between 2017 and 2024, along with selected 
aspects of the analysis of recorded variations in cosmic ray fluxes and parameters of the geomagnetic 
and interplanetary environment. A comparative analysis of temporal variations in secondary cosmic 
ray fluxes is provided, employing geomagnetic indices (Kp, Ap, Dst), solar wind plasma velocity (Fs), 
and data from ground-based neutron monitors during major geomagnetic disturbances in 2017, 2021, 
and 2024, as registered by CARPET detector modules at the university’s scientific complex. The study 
also incorporates data on solar flare activity, including graphical representation, and examines the 
characteristics and parameters of solar flares responsible for geomagnetic disturbances. In addition, 
information on magnetic storms is presented. The analysis reveals the occurrence of Forbush decreases, 
with their specific features and properties discussed. The findings demonstrate that variations in cosmic 
ray intensity are driven by solar surface activity and are linked to subsequent changes in elements of the 
geomagnetic field

Keywords: cosmophysical complex, detector, Solar activity, Solar flare, geomagnetic disturbances, 
galactic cosmic rays, Forbush-decrease
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Кіріспе
 
Мезосфера – бұл атмосфераның ең аз зерттелген қабаты, өйткені ол ұшақтар мен 

әуе шарлары үшін тым жоғары, ал спутниктер үшін тым төмен.  Осы биіктікте тозаңды 
бөлшектер де кездеседі. Тозаңды бөлшектер мезосфера биіктігінде қайдан пайда болады?  
Жерге күнделікті түсетін метеорлық ағынның, орман өрттері мен жанартаулардың 
атқылауының салдарынан 70-120 км биіктікте,  өте ұсақ концентрациясы 10 см-3-тен 
асатын наноөлшемді бөлшектер пайда болады. Мезосфераның бірқатар құбылыстары 

Әр түрлі пішіндегі тозаңды бөлшектердің мезосфера биіктіктеріндегі 
заярдталуын салыстыру

Аңдатпа. Жұмыста мезосфера биіктіктеріндегі тозаңды бөлшектердің 
сыртын қоршап тұрған көптеген газдардың ішінен, О, О2, О3, ОН газда-
рының плазма бөлшектерімен әсерлесуі кезіндегі бөлшектердің пішіні-
не байланысты зарядталу үрдісі қарастырылған. Сфералық бөлшектер-
мен салыстыру мақсатында, цилиндрлік және диск тәрізді бөлшектердің 
сиымдылықтарын ескере отырып, олардың зарядының электрондық 
температураға тәуелділігі анықталды. Есептеулер 85 км биіктіктегі ио-
носфералық плазма үшін, температура 150о К, электрондар мен иондар-
дың концентрациясы 1010 м-3 және иондардың жиілігі 105 с-1 деп жүргізіл-
ді. Сфералық тозаңды бөлшектің өлшемі 10 нм және сфера, цилиндр, диск 
пішінді тозаңды бөлшектердің радиустары a = 1 нм, цилиндрдің ұзын-
дығы L = 4 a, диск қалыңдығы өте жұқа 0,2 нм деп есептелініп, олардың 
зарядының электрондық температураға тәуелділік графигі алынды. То-
заңдық бөлшектердің зарядталуын модельдеу мақсатында, шектеулі ор-
биталық қозғалыстар (ОМL) теориясы пайдаланылды. Есептеулер нәти-
жесі бойынша, мезосфералық плазмадағы тозаңды бөлшектерінің пішіні 
зарядталу шамасына әсер ететіндігін көрсетті: сфералық бөлшектер ең 
үлкен теріс зарядқа, цилиндрлік бөлшектер  –  біршама кішірек, ал дискі 
тәрізді бөлшектер – ең аз зарядқа ие. 	
Түйін сөздер: мезосфера, ионосфера, тозаңды плазма, ОМL теориясы, 
сфералық, цилиндрлік және диск тәрізді тозаңды бөлшектер.
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Әр түрлі пішіндегі тозаңды бөлшектердің мезосфера  биіктіктеріндегі заярдталуын салыстыру

үшін тозаңды бөлшектер маңызды рөл атқарады. Жазғы мезосфераның ерекшелігі, 
80-85 км биіктікте орналасқан «күмістелген бұлт» және 85-95 км биіктіктегі полярлық 
мезосфералық радиошағылулар сияқты тозаңды қабаттардың бар болуы. «Күмістелген 
бұлт» субмикронды бөлшектерден тұрады, оның қалыңдығы аз болғанның өзінде, күн 
батқан уақытта көзбен көруге болады. Ал полярлық мезосфералық радиошағылулар, 
оптикалық әдіспен бақыланбайды, тек 50-1000 МГц аралығында жұмыс жасайтын 
радарларда күшті радиошағылулар ретінде бақыланады [1-5]. Плазмалық әдістердің 
«күмістелген бұлттар» мен полярлық мезосфералық радиотолқын шағылыстарын 
сипаттауға қолданылуы, тозаңды мезосфераның иондану қасиеттеріне, сондай-ақ осы 
биіктіктегі тозаң қабатының шекараларының пайда болу механизмдерін сипаттауға 
мүмкіндік берді [1-12]. Бөлшектердің қатты беттері гетерогенді химияда катализатор 
ретінде әрекет етіп, нанобөлшектің бетінде су молекулалары түзіледі. Бұл әсер тозаң 
бөлшектері шоғырланған аймақта су концентрациясының жоғарылауына әкеледі, 
нәтижесінде «күмістелген бұлттар» мен полярлық мезосфералық радиотолқын 
шағылыстары пайда болады. Сонымен қатар, күн радиациясы нано және микроөлшемді 
бөлшектердің фотоэлектрлік қасиеттеріне, олардың концентрациясы мен мөлшеріне 
байланысты тозаңды мезосфералық плазманың зарядталған бөліктерінің әлдеқайда 
күрделі әрекетіне әкелуі мүмкін. Ал тозаңды бөлшектер олардың химиялық құрамына 
да әсер етеді [13-20].

Тозаңды бөлшектердің заряды олардың динамикасы мен электромагниттік өрістермен 
әрекеттесуін анықтайды. Мұндай үрдістерді сипаттау үшін зарядтау механизмдері мен 
әртүрлі бөлшектердің пішінін ескеру қажет.

Жұмыстың мақсаты, мезосфера биіктіктерінің қасиеттеріне және тозаңды бөлшектерге 
сипаттама жүргізу, әр түрлі формадағы (сфералық, цилиндрлік, диск түріндегі) тозаңды 
бөлшектердің зарядталуы үрдісін қарастыру. Мезосфера биіктіктерінің құрамында 
зарядталу үрдісіне де әсер ететін: «қарапайым» H, O, N, N2, OH, O2, O3, NO+ сияқты иондар 
кездеседі, жұмыста O,  OH, O2, O3 иондардың зарядталуы қарастырылған [21-26].

	
Негізгі бөлім және есептеулер нәтижелерін саралау

Бұл жұмысты есептеулер барысында, биіктік – 85 км, температура – 150°К, электрон 
мен ион концентрациясы 1010 м-3 деп есептеліп, плазмадағы электрлік зондтардың 
теориясына негізделген теориялық модель ретінде, шектеулі орбиталық қозғалыстар 
(OML) теориясы қолданылды [1,2]. 

Мезосфера биіктіктеріндегі плазма құрамы сирек, тозаңды бөлшектердің концент-
рациясы өте аз. Сондықтан қарастырылып отырған бөлшек аумағында электрондар 
мен иондардың қозғалысына басқа тозаңды бөлшектер әсер етпейді деп есептелінді. 
Егер осы биіктіктерде эмиссиялық үрдістерді де ескермесе, тозаңды бөлшектердің 
заряды теріс болады, себебі, электрондар жеңіл, әрі иондар ағынына қарағанда тозаңды 
бөлшекке тезірек жетіп, оны теріс зарядтайды, ал иондар осы теріс зарядталған 
тозаңды бөлшектерге қарай бағытталып, нәтижесінде тозаңды бөлшектердің заряды 
электрондар мен иондар ағыны теңелгенше жалғаса береді [23-25]. 
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Тозаңды бөлшектің беттік потенциалы:
			   (1)

Ta – (a=e, i) электрондар мен иондардың температуралары, k – Больцман тұрақтысы. 
Больцман тұрақтысының шамасын энергетикалық бірлік бойынша 1-ге тең деп 
алғандықтан, тозаңды бөлшектің потенциалы мына түрге келеді:

(2)

Тозаңды сфералық бөлшектер үшін электрондар мен иондар ағыны теңестіріліп, 
өлшемсіздендірілген тозаңды бөлшектің беттік потенциалы шамасы мына түрге келді 
[23-25]:

								        (3)

Осы өлшемсіздендірілген потенциалдың (3) формуласымен, мезосфера биіктіктеріндегі 
тозаңды бөлшектердің айналасындағы O, OH, O2, O3  газдар үшін сфералық тозаңды бөл-
шектердің потенциалының электрондар мен иондар температураларының қатына-
сына тәуелділігі анықталды. Бұл тәуелділіктер 1-суретте көрсетілген.

 

Сурет 1. O, OH, O2, O3  газдар үшін сфералық тозаңды бөлшектердің өлшемсіз потенци-
алының электрондар мен иондар температураларының қатынасына тәуелділігі

Мезосфера биіктіктеріндегі тозаңды бөлшектердің айналасындағы O, OH, O2, O3 
иондары үшін атомдық массалары мына түрде (O = 16, OH = 17, O2 = 32, O3 = 48) алынып, 
ал сфералық бөлшектер үшін радиусы a = 10 нм  деп есептелінді. Өлшемсіздендірілген 
потенциал бөлшектің пішініне тәуелді емес, тозаңды бөлшектің пішіні тек сиымдылығы 
мен абсолют зарядына (4) әсер етеді. 

ОML моделі бойынша, a радиусы өскен сайын Z заряды өседі:

				     			   (4)

наноөлшемді бөлшектер пайда болады. Мезосфераның бірқатар құбылыстары үшін 
тозаңды бөлшектер маңызды рөл атқарады. Жазғы мезосфераның ерекшелігі, 80-85 км 
биіктікте орналасқан «күмістелген бұлт» және 85-95 км биіктіктегі полярлық мезосфералық 
радиошағылулар сияқты тозаңды қабаттардың бар болуы. «Күмістелген бұлт» 
субмикронды бөлшектерден тұрады, оның қалыңдығы аз болғанның өзінде, күн батқан 
уақытта көзбен көруге болады. Ал полярлық мезосфералық радиошағылулар, оптикалық 
әдіспен бақыланбайды, тек 50-1000 МГц аралығында жұмыс жасайтын радарларда күшті 
радиошағылулар ретінде бақыланады [1-5]. Плазмалық әдістердің «күмістелген бұлттар» 
мен полярлық мезосфералық радиотолқын шағылыстарын сипаттауға қолданылуы, 
тозаңды мезосфераның иондану қасиеттеріне, сондай-ақ осы биіктіктегі тозаң қабатының 
шекараларының пайда болу механизмдерін сипаттауға мүмкіндік берді [1-12]. 
Бөлшектердің қатты беттері гетерогенді химияда катализатор ретінде әрекет етіп, 
нанобөлшектің бетінде су молекулалары түзіледі. Бұл әсер тозаң бөлшектері шоғырланған 
аймақта су концентрациясының жоғарылауына әкеледі, нәтижесінде «күмістелген бұлттар» 
мен полярлық мезосфералық радиотолқын шағылыстары пайда болады. Сонымен қатар, 
күн радиациясы нано және микроөлшемді бөлшектердің фотоэлектрлік қасиеттеріне, 
олардың концентрациясы мен мөлшеріне байланысты тозаңды мезосфералық плазманың 
зарядталған бөліктерінің әлдеқайда күрделі әрекетіне әкелуі мүмкін. Ал тозаңды бөлшектер 
олардың химиялық құрамына да әсер етеді [13-20]. 

Тозаңды бөлшектердің заряды олардың динамикасы мен электромагниттік 
өрістермен әрекеттесуін анықтайды. Мұндай үрдістерді сипаттау үшін зарядтау 
механизмдері мен әртүрлі бөлшектердің пішінін ескеру қажет. 

Жұмыстың мақсаты, мезосфера биіктіктерінің қасиеттеріне және тозаңды 
бөлшектерге сипаттама жүргізу, әр түрлі формадағы (сфералық, цилиндрлік, диск 
түріндегі) тозаңды бөлшектердің зарядталуы үрдісін қарастыру. Мезосфера биіктіктерінің 
құрамында зарядталу үрдісіне де әсер ететін: «қарапайым» H, O, N, N2, OH, O2, O3, NO+ 
сияқты иондар кездеседі, жұмыста O,  OH, O2, O3 иондардың зарядталуы қарастырылған 
[21-26]. 
  
 Негізгі бөлім және есептеулер нәтижелерін саралау 
 
 Бұл жұмысты есептеулер барысында, биіктік - 85 км, температура - 150°К, 
электрон мен ион концентрациясы 1010 м-3 деп есептеліп, плазмадағы электрлік 
зондтардың теориясына негізделген теориялық модель ретінде, шектеулі орбиталық 
қозғалыстар (OML) теориясы қолданылды [1,2].  

Мезосфера биіктіктеріндегі плазма құрамы сирек, тозаңды бөлшектердің 
концентрациясы өте аз. Сондықтан қарастырылып отырған бөлшек аумағында электрондар 
мен иондардың қозғалысына басқа тозаңды бөлшектер әсер етпейді деп есептелінді. Егер 
осы биіктіктерде эмиссиялық үрдістерді де ескермесе, тозаңды бөлшектердің заряды теріс 
болады, себебі, электрондар жеңіл, әрі иондар ағынына қарағанда тозаңды бөлшекке тезірек 
жетіп, оны теріс зарядтайды, ал иондар осы теріс зарядталған тозаңды бөлшектерге қарай 
бағытталып, нәтижесінде тозаңды бөлшектердің заряды электрондар мен иондар ағыны 
теңелгенше жалғаса береді [23-25].  

Тозаңды бөлшектің беттік потенциалы: 
 

−𝑒𝑒𝜑𝜑𝑠𝑠 = 𝑘𝑘𝑇𝑇а       (1) 
 

𝑇𝑇𝑎𝑎– (𝑎𝑎 = 𝑒𝑒, 𝑖𝑖) электрондар мен иондардың температуралары, k - Больцман 
тұрақтысы. Больцман тұрақтысының шамасын энергетикалық бірлік бойынша 1-ге тең деп 
алғандықтан, тозаңды бөлшектің потенциалы мына түрге келеді: 

 
𝜑𝜑𝑠𝑠 = −𝑇𝑇𝑒𝑒

𝑒𝑒        (2) 
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Тозаңды сфералық бөлшектер үшін электрондар мен иондар ағыны теңестіріліп, 
өлшемсіздендірілген тозаңды бөлшектің беттік потенциалы шамасы мына түрге келді [23-
25]: 

     exp(−𝑧𝑧) = 𝑛𝑛𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑒𝑒

(𝜇𝜇
𝜏𝜏)

1/2
(1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧)    (3) 

 
 Осы өлшемсіздендірілген потенциалдың (3) формуласымен, мезосфера биіктіктеріндегі 
тозаңды бөлшектердің айналасындағы O, OH, O2, O3  газдар үшін сфералық тозаңды 
бөлшектердің потенциалының электрондар мен иондар температураларының қатынасына 
тәуелділігі анықталды. Бұл тәуелділіктер 1- суретте көрсетілген. 
 

 
Сурет 1. O, OH, O2, O3

  газдар үшін сфералық тозаңды бөлшектердің 
өлшемсіз потенциалының электрондар мен иондар 

температураларының қатынасына тәуелділігі 
 

 Мезосфера биіктіктеріндегі тозаңды бөлшектердің айналасындағы O, OH, O2, O3 

иондары үшін атомдық массалары мына түрде (O = 16, OH = 17, O2 = 32, O3 = 48) алынып, 
ал сфералық бөлшектер үшін радиусы a = 10 нм  деп есептелінді. Өлшемсіздендірілген 
потенциал бөлшектің пішініне тәуелді емес, тозаңды бөлшектің пішіні тек сиымдылығы 
мен абсолют зарядына (4) әсер етеді.  
ОML моделі бойынша, 𝑎𝑎 радиусы өскен сайын Z заряды өседі: 
 

     𝑄𝑄 = 4𝜋𝜋𝜀𝜀0𝑎𝑎𝑎𝑎,   𝑄𝑄 = 𝐶𝐶𝐶𝐶,     𝑍𝑍 = 𝑄𝑄
𝑒𝑒    (4) 

 
 Тозаңды бөлшектерді сфералық, цилиндрлік және диск тәрізді бөлшектердің 
сиымдылықтары [26]: 
Сфералық бөлшектің сиымдылығы: 𝐶𝐶𝑠𝑠 = 4𝜋𝜋𝜀𝜀0𝑎𝑎, 
Цилиндрлік бөлшектің сиымдылығы: 𝐶𝐶𝑐𝑐 = 2𝜋𝜋𝜀𝜀0𝐿𝐿

𝐿𝐿𝐿𝐿(2𝐿𝐿/𝑎𝑎), 
Диск тәрізді бөлшектің сиымдылығы: 𝐶𝐶𝑑𝑑 = 8𝜀𝜀0𝑎𝑎 
 Сфера, цилиндр, диск пішінді радиустары a = 1 нм, цилиндрдің ұзындығы L = 4a, диск 
қалыңдығы өте жұқа 0,2 нм деп есептелініп, тозаңды бөлшектердің зарядының электрондар 
мен иондар температураларының қатынасына тәуелділігі анықталды, ол 2-суретте 
көрсетілген. 
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 Мезосфера биіктіктеріндегі тозаңды бөлшектердің айналасындағы O, OH, O2, O3 

иондары үшін атомдық массалары мына түрде (O = 16, OH = 17, O2 = 32, O3 = 48) алынып, 
ал сфералық бөлшектер үшін радиусы a = 10 нм  деп есептелінді. Өлшемсіздендірілген 
потенциал бөлшектің пішініне тәуелді емес, тозаңды бөлшектің пішіні тек сиымдылығы 
мен абсолют зарядына (4) әсер етеді.  
ОML моделі бойынша, 𝑎𝑎 радиусы өскен сайын Z заряды өседі: 
 

     𝑄𝑄 = 4𝜋𝜋𝜀𝜀0𝑎𝑎𝑎𝑎,   𝑄𝑄 = 𝐶𝐶𝐶𝐶,     𝑍𝑍 = 𝑄𝑄
𝑒𝑒    (4) 

 
 Тозаңды бөлшектерді сфералық, цилиндрлік және диск тәрізді бөлшектердің 
сиымдылықтары [26]: 
Сфералық бөлшектің сиымдылығы: 𝐶𝐶𝑠𝑠 = 4𝜋𝜋𝜀𝜀0𝑎𝑎, 
Цилиндрлік бөлшектің сиымдылығы: 𝐶𝐶𝑐𝑐 = 2𝜋𝜋𝜀𝜀0𝐿𝐿

𝐿𝐿𝐿𝐿(2𝐿𝐿/𝑎𝑎), 
Диск тәрізді бөлшектің сиымдылығы: 𝐶𝐶𝑑𝑑 = 8𝜀𝜀0𝑎𝑎 
 Сфера, цилиндр, диск пішінді радиустары a = 1 нм, цилиндрдің ұзындығы L = 4a, диск 
қалыңдығы өте жұқа 0,2 нм деп есептелініп, тозаңды бөлшектердің зарядының электрондар 
мен иондар температураларының қатынасына тәуелділігі анықталды, ол 2-суретте 
көрсетілген. 
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Тозаңды бөлшектерді сфералық, цилиндрлік және диск тәрізді бөлшектердің сиымды-
лықтары [26]:

Сфералық бөлшектің сиымдылығы: Cs=4πε0a,

Цилиндрлік бөлшектің сиымдылығы: Cc=

 
Тозаңды сфералық бөлшектер үшін электрондар мен иондар ағыны теңестіріліп, 

өлшемсіздендірілген тозаңды бөлшектің беттік потенциалы шамасы мына түрге келді [23-
25]: 

     exp(−𝑧𝑧) = 𝑛𝑛𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑒𝑒

(𝜇𝜇
𝜏𝜏)

1/2
(1 + 𝑧𝑧𝑧𝑧)    (3) 

 
 Осы өлшемсіздендірілген потенциалдың (3) формуласымен, мезосфера биіктіктеріндегі 
тозаңды бөлшектердің айналасындағы O, OH, O2, O3  газдар үшін сфералық тозаңды 
бөлшектердің потенциалының электрондар мен иондар температураларының қатынасына 
тәуелділігі анықталды. Бұл тәуелділіктер 1- суретте көрсетілген. 
 

 
Сурет 1. O, OH, O2, O3

  газдар үшін сфералық тозаңды бөлшектердің 
өлшемсіз потенциалының электрондар мен иондар 

температураларының қатынасына тәуелділігі 
 

 Мезосфера биіктіктеріндегі тозаңды бөлшектердің айналасындағы O, OH, O2, O3 

иондары үшін атомдық массалары мына түрде (O = 16, OH = 17, O2 = 32, O3 = 48) алынып, 
ал сфералық бөлшектер үшін радиусы a = 10 нм  деп есептелінді. Өлшемсіздендірілген 
потенциал бөлшектің пішініне тәуелді емес, тозаңды бөлшектің пішіні тек сиымдылығы 
мен абсолют зарядына (4) әсер етеді.  
ОML моделі бойынша, 𝑎𝑎 радиусы өскен сайын Z заряды өседі: 
 

     𝑄𝑄 = 4𝜋𝜋𝜀𝜀0𝑎𝑎𝑎𝑎,   𝑄𝑄 = 𝐶𝐶𝐶𝐶,     𝑍𝑍 = 𝑄𝑄
𝑒𝑒    (4) 

 
 Тозаңды бөлшектерді сфералық, цилиндрлік және диск тәрізді бөлшектердің 
сиымдылықтары [26]: 
Сфералық бөлшектің сиымдылығы: 𝐶𝐶𝑠𝑠 = 4𝜋𝜋𝜀𝜀0𝑎𝑎, 
Цилиндрлік бөлшектің сиымдылығы: 𝐶𝐶𝑐𝑐 = 2𝜋𝜋𝜀𝜀0𝐿𝐿

𝐿𝐿𝐿𝐿(2𝐿𝐿/𝑎𝑎), 
Диск тәрізді бөлшектің сиымдылығы: 𝐶𝐶𝑑𝑑 = 8𝜀𝜀0𝑎𝑎 
 Сфера, цилиндр, диск пішінді радиустары a = 1 нм, цилиндрдің ұзындығы L = 4a, диск 
қалыңдығы өте жұқа 0,2 нм деп есептелініп, тозаңды бөлшектердің зарядының электрондар 
мен иондар температураларының қатынасына тәуелділігі анықталды, ол 2-суретте 
көрсетілген. 

Диск тәрізді бөлшектің сиымдылығы: Cd=8ε0a
Сфера, цилиндр, диск пішінді радиустары a = 1 нм, цилиндрдің ұзындығы L = 4a, 

диск қалыңдығы өте жұқа 0,2 нм деп есептелініп, тозаңды бөлшектердің зарядының 
электрондар мен иондар температураларының қатынасына тәуелділігі анықталды, ол 
2-суретте көрсетілген.

 

Сурет 2. Әр түрлі формалы тозаңды бөлшектің потенциалының 
электрондар мен иондар температураларының қатынасына тәуелділігі

Қорытынды

 Сонымен есептеулер бойынша, мынадай нәтижелер алынды:
– мезосфера биіктіктеріндегі тозаңды плазманың зарядталынуына сипаттама берілді;
– тозаңды бөлшектерді қоршап тұрған O, OH, O2, O3 иондары үшін, сфералық то-

заңды бөлшектердің өлшемсіздірілген потенциалының электрондар мен иондардың 
температураларының қатынасына тәуелділігі анықталды; 

– сфералық, цилиндрлік және диск формалы тозаңды бөлшектердің (O, OH, O2, O3) 
иондары үшін зарядтың электрондар мен иондардың температураларының қатынасына 
тәуелділігі анықталды;

– барлық бөлшектердің заряды теріс және оның модулі температураның өсуімен 
азаяды:

– сфералық бөлшектер ең үлкен теріс зарядқа ие, цилиндрлік бөлшектер – одан кіші, 
ал дискі тәрізді бөлшек – ең кіші зарядқа ие екені анықталды.

Жүргізілген есептеулер мезосфералық плазмадағы тозаңды бөлшектерінің өлшемі 
өте кіші 10 нм және 1 нм болғандықтан, олардың пішіні зарядталу шамасына әсері, сиым-
дылықтарының өзгешелігінен байқалады, сфералық бөлшектер ең үлкен теріс зарядқа, 
цилиндрлік бөлшектер – біршама кішірек, ал дискі тәрізді бөлшектер – ең аз зарядқа 

 
Сурет 2. Әр түрлі формалы тозаңды бөлшектің потенциалының  

электрондар мен иондар температураларының қатынасына тәуелділігі 
 
 Қорытынды 
 
 Сонымен есептеулер бойынша, мынадай нәтижелер алынды: 

- мезосфера биіктіктеріндегі тозаңды плазманың зарядталынуына сипаттама берілді; 
- тозаңды бөлшектерді қоршап тұрған O, OH, O2, O3 иондары үшін, сфералық тозаңды 

бөлшектердің өлшемсіздірілген потенциалының электрондар мен иондардың 
температураларының қатынасына тәуелділігі анықталды;  

- сфералық, цилиндрлік және диск формалы тозаңды бөлшектердің (O, OH, O2, O3) 
иондары үшін зарядтың электрондар мен иондардың температураларының 
қатынасына тәуелділігі анықталды; 

- барлық бөлшектердің заряды теріс және оның модулі температураның өсуімен 
азаяды: 

- сфералық бөлшектер ең үлкен теріс зарядқа ие, цилиндрлік бөлшектер – одан кіші, 
ал дискі тәрізді бөлшек – ең кіші зарядқа ие екені анықталды. 
Жүргізілген есептеулер мезосфералық плазмадағы тозаңды бөлшектерінің өлшемі 

өте кіші 10 нм және 1 нм болғандықтан, олардың пішіні зарядталу шамасына әсері, 
сиымдылықтарының өзгешелігінен байқалады, сфералық бөлшектер ең үлкен теріс 
зарядқа, цилиндрлік бөлшектер — біршама кішірек, ал дискі тәрізді бөлшектер - ең аз 
зарядқа ие. Алынған нәтижелер мезосфералық биіктіктердегі және тозаңды 
бөлшектердегі үрдістерді модельдеу кезінде қолданылуы мүмкін. 
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Сравнение зарядки пылевых частиц различной 
формы на высотах мезосферы 

Аннотация. В работе рассмотрен процесс зарядки пылевых частиц в зависимости от их формы 
при взаимодействии с плазменными частицами, из множества газов, окружающих пылевые 
частицы на высотах мезосферы, были взяты (O, O₂, O₃, OH). Для сравнения со сферическими 
частицами, с учетом емкостей цилиндрических и дискообразных частиц, была определена 
зависимость их заряда от электронной температуры. Расчеты проводились для ионосферной 
плазмы на высоте 85 км, при температуре 150° К, концентрации электронов и ионов 10¹⁰ м⁻³ 
и частоте ионов 10⁵ с⁻¹. Были взяты следующие параметры: радиус для сферической пылевой 
частицы 10 нм, для сравнения пылевых частиц сферической, цилиндрической и дискообразной 
формы a = 1 нм, длина цилиндра 𝐿=4𝑎, толщина диска очень тонкая - 0,2 нм. Для этих параметров 
был получен график зависимости их заряда от электронной температуры. Для моделирования 
зарядки пылевых частиц использовалась теория ограниченных орбитальных движений (ОМL). 
По результатам расчетов было показано, что форма пылевых частиц в мезосферной плазме 
влияет на величину заряда: сферические частицы обладают наибольшим отрицательным 
зарядом, цилиндрические частицы – несколько меньшим, а дискообразные частицы – наименьшим 
зарядом.

Ключевые слова: Мезосфера, Ионосфера, Пылевая плазма, Теория OML, Сферические, цилинд-
рические и дискообразные пылевые частицы. 
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Comparison of the dust particles of different shapes  at mesosphere altitudes 

Abstract. This paper considers the process of charging dust particles depending on their shape during 
interaction with plasma particles from the variety of gases surrounding the dust particles at mesospheric 
altitudes, specifically using O, O₂, O₃, and OH. For comparison with spherical particles, taking into account 
the capacitances of cylindrical and disk-shaped particles, the dependence of their charge on the electron 
temperature was determined. The calculations were carried out for ionospheric plasma at an altitude 
of 85 km, at a temperature of 150° K, electron and ion concentrations of 10¹⁰ m⁻³, and ion frequency of 
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10⁵ s⁻¹. The following parameters were used: a radius of 10 nm for the main spherical dust particle, and 
for comparison of the spherical, cylindrical, and disk-shaped dust particles, a radius a=1 nm, cylinder 
length 𝐿=4𝑎 and a very thin disk thickness of 0.2 nm. For these parameters, a graph of the dependence 
of their charge on the electron temperature was obtained. The Orbital Motion Limited (OML) theory was 
used to model the charging of the dust particles. The calculation results showed that the shape of dust 
particles in mesospheric plasma affects the magnitude of the charge: spherical particles have the largest 
negative charge, cylindrical particles have a somewhat smaller charge, and disk-shaped particles have 
the smallest charge.

Keywords: Mesosphere, Ionosphere, Dust Plasma, OML theory, Spherical, cylindrical, and disk-
shaped dust particles.
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Кіріспе

Ядролық физика қазіргі заманғы ғылымның ең күрделі әрі қарқынды дамып келе 
жатқан салаларының бірі болып табылады. Атом ядросының құрылымы, ядролық күш-
тердің табиғаты, элементар бөлшектердің қасиеттері мен олардың өзара әрекеттесуі 
сынды іргелі мәселелер ядролық физиканың негізгі зерттеу нысаны болып есептеледі. 

Альфа-бөлшектердің көміртегі ядроларында шашырауы кезіндегі 
зат алмасу процестері

Аңдатпа. Бұл мақалада альфа-бөлшектердің көміртегі ядроларында 
шашырауы кезінде жүретін зат алмасу процестері мен ядролық өзара 
әрекеттесулердің терең физикалық заңдылықтары жан-жақты талда-
нады. Зерттеу барысында альфа-бөлшектердің ядроға ену механизмі, 
олардың энергиясының өзгеруі, серпімді және серпімсіз шашырау үрді-
стерінің ерекшеліктері қарастырылады. Атап айтқанда, альфа-бөлшек-
терінің көміртегі ядросымен соқтығысуы нәтижесінде ядроның деңгей-
лік құрылымында пайда болатын өзгерістер, қозу күйлерінің қалыптасуы 
және энергияның ядроішілік қайта бөлінуі егжей-тегжейлі сипатталады.
Мақалада Резерфорд шашырауының теориялық негіздері, Кулон бө-
геті, кванттық-механикалық туннельдеу құбылыстары және ядролық 
күштердің табиғатына байланысты өзара әрекеттесу сипаты талқылана-
ды. Сондай-ақ эксперименттік әдістердің, оның ішінде бөлшектерді тір-
кеу детекторларының, шашырау бұрыштарын өлшеу тәсілдерінің және 
энергияны спектроскопиялық талдау әдістерінің рөлі көрсетіледі.
Зерттеу нәтижелері альфа-бөлшектердің көміртегі ядросымен әрекетте-
суінің ядролық құрылым физикасын түсінудегі маңызын айқындайды. 
Бұл процестер ядролық реакциялардың механизмдерін анықтауда, жеңіл 
ядролардың қасиеттерін ашуда, сондай-ақ ядролық энергия, медицина 
және материалтану салаларындағы қолданбалы зерттеулерді жетілдіру-
де маңызды орын алады.
Түйін сөздер: альфа-бөлшек, көміртегі ядросы, шашырау, ядролық реак-
ция, серпімді және серпімсіз соқтығысу, ядроның қозу деңгейлері, ядро-
лық күштер, энергия алмасу
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Бұл саладағы зерттеулер тек теориялық физика үшін ғана емес, сонымен қатар ядролық 
энергетика, радиациялық медицина, материалтану, астрономия және қауіпсіздікті 
қамтамасыз ету сияқты қолданбалы бағыттар үшін де аса маңызды[1]. Ядролық 
реакциялар табиғатын терең түсіну жаңа технологиялардың дамуына жол ашады, ал 
ядроішілік процестерді зерттеу әлем құрылысы туралы түсінігімізді кеңейтеді.

Ядролық физиканың ерекше бағыттарының бірі – ядролық шашырау процестерін, 
яғни бөлшектердің ядромен соқтығысу кезіндегі энергия алмасуы мен траекториясының 
өзгеруін зерттеу. Шашырау құбылыстары ядроның құрылымын, оның деңгейлерін, 
ядролық күштердің әрекет ету заңдылықтарын анықтауда ең тиімді эксперименттік 
әдістердің бірі саналады. Әсіресе альфа-бөлшектермен жүргізілетін тәжірибелер 
ядролық физика тарихында ерекше орын алады. Себебі альфа-бөлшектер - зарядталған, 
салыстырмалы түрде ауыр және тұрақты бөлшектер, олар ядромен өзара әрекеттесу 
кезінде күрделі динамикалық құбылыстарды туындатып, энергияның қайта бөлінуін 
қамтамасыз етеді.

Альфа-бөлшектердің атом ядросымен шашырау құбылысы алғаш рет XX ғасырдың 
басында Э. Резерфордтың тәжірибелері арқылы ғылыми тұрғыдан түсіндірілді. Бұл 
тәжірибелер ядроның планетарлық моделінің қалыптасуына әкеліп, атом құрылысы 
туралы түсінікке төңкеріс жасады. Резерфордтың ашқан Кулондық шашырау заңы 
әлі күнге дейін ядролық реакцияларды сипаттауда негізгі теориялық тіректердің бірі 
болып табылады[2]. Альфа-бөлшектердің көміртегі ядроларында шашырауы - ядроның 
құрылымын, зарядтық таралуын және ядролық күштердің қасиеттерін терең зерттеуге 
мүмкіндік беретін маңызды процесс.

Көміртегі ядросы (⁶C¹²) ядролық физикада ең көп зерттелетін нысандардың бірі. 
Себебі оның құрылымы қарапайым, ядролық модельдермен жақсы сипатталады және 
табиғатта кең таралған[3]. Сонымен бірге көміртегі ядролары жұлдыздық нуклео-
синтезде, биологиялық жүйелерде және қоршаған ортада ерекше рөл атқарады. Альфа-
бөлшектердің көміртегі ядросымен әрекеттесуі ядроішілік процестердің динамикасын, 
серпімді және серпімсіз соқтығысу механизмдерін, ядроның қозу деңгейлерінің пайда 
болуын зерттеуге қолайлы жағдай жасайды. Әсіресе энергияның қайта бөлінуі мен зат 
алмасу процестерін терең түсіну ядролық күштердің табиғатын анықтауда шешуші 
мәнге ие.

Альфа-бөлшек пен көміртегі ядросының өзара әрекеттесуінде екі негізгі процесс 
орын алуы мүмкін: серпімді шашырау және серпімсіз шашырау.

Серпімді шашырауда бөлшектердің ішкі күйі өзгермейді, тек қозғалыс энергиясы 
мен импульс қайта таралады. Ал серпімсіз шашырауда ядроның ішкі құрылым өзгеріп, 
оның жоғары энергетикалық деңгейлері қозады. Бұл жағдайда энергияның бір бөлігі 
ядроға беріледі, нәтижесінде ядролық заттың күйі өзгеріп, жаңа деңгейлік жағдайлар 
қалыптасады. Бұл процестер зат алмасу механизмдерінің негізін құрайды, өйткені ядро 
мен бөлшек арасында энергия, импульс және бұрыштық момент тасымалданады.

Альфа-бөлшектер мен көміртегі ядролары арасындағы өзара әрекеттесу ядролық 
физикадағы маңызды теориялық модельдерді, соның ішінде оптикалық модельді, 
потенциалдық шашырау теориясын, резонанстық деңгейлер теориясын дамытуда 
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негізгі платформа ретінде қызмет атқарады. Бұл процесс көміртегінің 12С ядросындағы 
деңгейлердің орналасуын анықтауға, ядролық спектроскопияның дәлдігін арттыруға, 
ядролық күштердің энергияға тәуелділігін зерттеуге мүмкіндік береді[4]. Ядролық 
реакциялар кинематикасы, энергия мен импульс алмасу заңдылықтары, тәжірибелік 
нәтижелерді интерпретациялау әдістері – бәрі де осы жұмыста қарастырылатын негізгі 
тақырыптарға жатады.

Қазіргі таңда альфа-бөлшектердің көміртегімен әсерлесуі тек іргелі ғылымда ғана 
емес, сонымен қатар қолданбалы салаларда да үлкен маңызға ие. Радиациялық материал-
тануда альфа-бөлшектердің әсерінен көміртекті құрылымдардың өзгеруін бақылау жаңа 
материалдардың беріктігін бағалауға мүмкіндік береді. Ядролық медицинада альфа-
бөлшектерімен сәулелендірілген көміртекті биологиялық нысандардың реакциясы 
зерттеліп, радиотерапияның тиімділігі арттырылуда. Ал астрофизикада альфа-көрі-
ністер көміртегі түзілуінің негізгі тетіктерін түсіндіреді, себебі жұлдыздардың ішінде 
жүретін табиғи термоядролық реакциялар көміртегі ядросының альфа-бөлшектермен 
әрекеттесуіне тікелей байланысты[5].

Мақаланың негізгі мақсаты – альфа-бөлшектердің көміртегі ядроларында шашырауы 
кезінде жүретін зат алмасу процестерін, олардың теориялық негіздерін, тәжірибелік 
зерттеу әдістерін және ядролық физикадағы маңызын жан-жақты талдау. Зерттеу 
барысында жүйелі түрде келесі ғылыми мәселелер қарастырылады:

– альфа-бөлшектің ядромен әрекеттесуінің физикалық табиғаты;
– көміртегі ядросындағы энергия деңгейлерінің құрылымы;
– серпімді және серпімсіз шашырау кезіндегі энергияның қайта бөліну механизмдері;
– ядролық күштердің әсер ету аймағы мен сипаттамалары;
– тәжірибелік детекторлар мен өлшеу әдістерінің ерекшеліктері;
– алынған нәтижелердің ядролық физика мен қолданбалы салалардағы маңызы.
Бұл зерттеу ядролық реакциялардың кинематикасын түсінуге, ядроішілік процестер-

дің табиғатын тереңдетуге және ядролық құрылымдық теорияларды дамытуға өз үлесін 
қосады. Сонымен қатар альфа-бөлшектердің көміртегі ядроларында шашырауын талдау 
ядролық физиканың классикалық және заманауи тәсілдерін біріктіруге мүмкіндік 
береді.

Осылайша, альфа-бөлшектердің көміртегі ядроларында шашырауы ядролық физика-
дағы күрделі, бірақ аса өзекті тақырыптардың бірі болып табылады. Бұл процесті зерттеу 
ядроның құрылымын егжей-тегжейлі сипаттауға, энергия алмасу механизмдерін 
анықтауға және ядролық табиғаттың іргелі заңдылықтарын ашуға мүмкіндік береді. 
Сондықтан бұл мақала ядролық физика мамандығы бойынша білім алушыларға, зерт-
теушілерге және осы саланың әдістемелік негіздерін меңгеруге ұмтылғандарға арналған 
құнды ғылыми жұмыс болып табылады.

Әдіснама

Бұл зерттеуде альфа-бөлшектердің көміртегі ядроларымен өзара әрекеттесуі кезіндегі 
зат алмасу процестерін сипаттайтын серпімді және серпімсіз шашырау механизмдері 
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эксперименттік және теориялық әдістерді үйлестіру арқылы талданды[7]. Зерттеу 
барысында альфа-бөлшектердің моноэнергетикалық шоғырлары, көміртекті нысандар, 
бөлшектерді тіркеу детекторлары және ядролық реакцияларды есептеуге арналған 
бағдарламалық құралдар пайдаланылды. Әдістемелер шашырау кинематикасына, 
энергия спектрлерін талдауға, бұрыштық тәуелділіктерді анықтауға және ядролық 
потенциал параметрлерін есептеуге негізделді.

1. Зерттеу материалдары
Альфа-бөлшектер шоғы. Эксперименттік зерттеу үшін энергиясы 3-8 МэВ диапазо-

нында үдетілген альфа-бөлшектер шоғы қолданылды. Бұл энергия диапазоны Кулон 
бөгетін еңсеріп, көміртегі ядросымен серпімді және серпімсіз өзара әрекеттесулердің 
басталуына мүмкіндік береді. Альфа-бөлшектерді алу үшін классикалық радиоактивті 
изотоп көздері (²⁴¹Am, ²³⁹Pu) немесе үдеткіш қондырғылары пайдаланылды. Шоқтың 
орташа энергиясы мен қарқындылығы алдын ала калибрленген[8].

Көміртегі нысаны. Нысан материалы ретінде жоғары тазартылған ¹²C көміртегінің 
жұқа графит қабықшалары (қалыңдығы 0,5-2 мг/см²) қолданылды. Нысанның мини-
малды қалыңдығы альфа-бөлшектердің нысан ішінде энергия жоғалтуын азайтып, 
шашыраудың энергиялық шыңдарын дәл тіркеуге мүмкіндік береді. Көміртегі ядрола-
рының изотоптық тазалығы тәжірибенің нәтижелерінің сенімділігін қамтамасыз етеді.

Детекторлық жүйелер. Шашыраған бөлшектерді тіркеу үшін бірнеше типтегі заманауи 
детекторлар пайдаланылды:

– Si-жартылай өткізгіш детекторлары – альфа-бөлшектердің энергиясын жоғары 
дәлдікпен (≈1%) өлшеу үшін;

– ΔE–E телескоптары – бөлшек түрін ажырату және энергия спектрлерін саралау үшін;
Сцинтилляциялық детекторлар (NaI(Tl), CsI(Tl)) – серпімсіз шашырау кезінде пайда 

болған гамма-кванттарды тіркеу үшін.
Детекторлар шашырау бұрыштарын зерттеу мақсатында 10°-150° аралығында әр-

түрлі позицияларға орналастырылды[9].
Деректерді жинау жүйесі. Эксперименттік сигналдарды тіркеу және өңдеу үшін:
– көпарналы анализаторлар (MCA),
– аналог-цифрлық түрлендіргіштер (ADC),
– CAMAC/NIM модульдері,
– спектрлік деректерді өңдеуге арналған ROOT, MATLAB немесе Python бағдарламалары 

қолданылды[10].
2. Зерттеу әдістері
Серпімді шашырауды зерттеу үшін альфа-бөлшектердің детектордағы энергия шың-

дары тіркеліп, олардың бұрыштық таралуы анықталды. Әр бұрыштағы дифферен-
циалды қима Резерфорд формуласы бойынша есептеліп, эксперименттік мәндермен 
салыстырылды:

                                 (1)  

Бұл тәсіл ядроның зарядтық таралуын және Кулондық потенциалды сипаттауға мүм-
кіндік береді.

 

• ΔE–E телескоптары – бөлшек түрін ажырату және энергия спектрлерін саралау 
үшін; 

• Сцинтилляциялық детекторлар (NaI(Tl), CsI(Tl)) – серпімсіз шашырау кезінде 
пайда болған гамма-кванттарды тіркеу үшін. 

Детекторлар шашырау бұрыштарын зерттеу мақсатында 10°–150° аралығында 
әртүрлі позицияларға орналастырылды[9]. 

Деректерді жинау жүйесі. Эксперименттік сигналдарды тіркеу және өңдеу үшін: 
• көпарналы анализаторлар (MCA), 
• аналог-цифрлық түрлендіргіштер (ADC), 
• CAMAC/NIM модульдері, 
• спектрлік деректерді өңдеуге арналған ROOT, MATLAB немесе Python 

бағдарламалары қолданылды[10]. 
2. Зерттеу әдістері 
Серпімді шашырауды зерттеу үшін альфа-бөлшектердің детектордағы энергия 

шыңдары тіркеліп, олардың бұрыштық таралуы анықталды. Әр бұрыштағы 
дифференциалды қима Резерфорд формуласы бойынша есептеліп, эксперименттік 
мәндермен салыстырылды: 

                                      𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑Ω = (𝑍𝑍1𝑍𝑍2𝑒𝑒
2

16𝜋𝜋𝜀𝜀0𝐸𝐸
)2 1

sin⁡4(𝜃𝜃/2)                                                     (1)   
Бұл тәсіл ядроның зарядтық таралуын және Кулондық потенциалды сипаттауға 

мүмкіндік береді. 
Серпімсіз шашырауда альфа-бөлшек энергиясының бір бөлігі ядроны қоздыруға 

жұмсалады. Зерттеу барысында: 
• энергия спектрінде ¹²C ядросының 4,44 МэВ және 7,65 МэВ деңгейлерінің 

белгілері анықталды; 
• ΔE–E телескоптар арқылы бөлшектердің толық дисперсиялық сипаттамалары 

алынды; 
• гамма-кванттарды тіркеу нәтижелерімен қосымша сәйкестендіру жүргізілді. 
Бұл әдіс ядроішілік энергия алмасу механизмін бағалауға мүмкіндік береді. 
Шашыраудың бұрыштық тәуелділіктері тәжірибелік деректер негізінде 

тұрғызылды[11]. Бұл әдіс: 
• Кулондық және ядролық әсерлердің арақатынасын анықтауға, 
• резонанстық күйлердің ықпалын бағалауға, 
• серпімді/серпімсіз процестер үлесін салыстыруға мүмкіндік берді. 
Альфа-бөлшек пен ядро арасындағы өзара әрекеттесу оптикалық модель арқылы 

сипатталды. Потенциал: 
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑈𝑈(𝑟𝑟) = 𝑉𝑉(𝑟𝑟) + 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑟𝑟) + 𝑉𝑉𝐶𝐶(𝑟𝑟)                                               (2)

 
мұндағы V(r) – нақты бөлік, W(r) – жұтылу потенциалы, V_C(r) – Кулондық 

потенциал. 
Бұл модель бойынша: 
• ядроның радиусы, 
• потенциал тереңдігі, 
• диффузиялық аймақ параметрлері есептелді. 
Шредингер теңдеуі сандық әдістермен шешіліп, шашырау фазалары, амплитудалары 

және қималары теориялық түрде анықталды[12]. 
Ядро мен альфа-бөлшек арасындағы энергия алмасу процестері GEANT4 және 

TALYS бағдарламалық пакеттері арқылы модельденді. Модельдеу нәтижелері 
эксперименттік спектрлермен салыстырылды. 

3. Мәліметтерді өңдеу әдістері 
Зерттеуден алынған барлық деректер келесі өңдеу сатыларынан өткізілді: 
• энергияны калибрлеу (α-калибрлеу әдісі); 
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Серпімсіз шашырауда альфа-бөлшек энергиясының бір бөлігі ядроны қоздыруға жұм-
салады. Зерттеу барысында:

– энергия спектрінде ¹²C ядросының 4,44 МэВ және 7,65 МэВ деңгейлерінің белгілері 
анықталды;

– ΔE-E телескоптар арқылы бөлшектердің толық дисперсиялық сипаттамалары 
алынды;

– гамма-кванттарды тіркеу нәтижелерімен қосымша сәйкестендіру жүргізілді.
Бұл әдіс ядроішілік энергия алмасу механизмін бағалауға мүмкіндік береді.
Шашыраудың бұрыштық тәуелділіктері тәжірибелік деректер негізінде тұрғызыл-

ды[11]. Бұл әдіс:
– Кулондық және ядролық әсерлердің арақатынасын анықтауға,
– резонанстық күйлердің ықпалын бағалауға,
– серпімді/серпімсіз процестер үлесін салыстыруға мүмкіндік берді.
Альфа-бөлшек пен ядро арасындағы өзара әрекеттесу оптикалық модель арқылы 

сипатталды. Потенциал:
                                     

                                       (2)

мұндағы V(r) – нақты бөлік, W(r) – жұтылу потенциалы, VC(r) – Кулондық потенциал.
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Ядро мен альфа-бөлшек арасындағы энергия алмасу процестері GEANT4 және TALYS 

бағдарламалық пакеттері арқылы модельденді. Модельдеу нәтижелері эксперименттік 
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• көпарналы анализаторлар (MCA), 
• аналог-цифрлық түрлендіргіштер (ADC), 
• CAMAC/NIM модульдері, 
• спектрлік деректерді өңдеуге арналған ROOT, MATLAB немесе Python 

бағдарламалары қолданылды[10]. 
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Серпімді шашырауды зерттеу үшін альфа-бөлшектердің детектордағы энергия 

шыңдары тіркеліп, олардың бұрыштық таралуы анықталды. Әр бұрыштағы 
дифференциалды қима Резерфорд формуласы бойынша есептеліп, эксперименттік 
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• энергия спектрінде ¹²C ядросының 4,44 МэВ және 7,65 МэВ деңгейлерінің 

белгілері анықталды; 
• ΔE–E телескоптар арқылы бөлшектердің толық дисперсиялық сипаттамалары 

алынды; 
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Шашыраудың бұрыштық тәуелділіктері тәжірибелік деректер негізінде 

тұрғызылды[11]. Бұл әдіс: 
• Кулондық және ядролық әсерлердің арақатынасын анықтауға, 
• резонанстық күйлердің ықпалын бағалауға, 
• серпімді/серпімсіз процестер үлесін салыстыруға мүмкіндік берді. 
Альфа-бөлшек пен ядро арасындағы өзара әрекеттесу оптикалық модель арқылы 

сипатталды. Потенциал: 
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мұндағы V(r) – нақты бөлік, W(r) – жұтылу потенциалы, V_C(r) – Кулондық 

потенциал. 
Бұл модель бойынша: 
• ядроның радиусы, 
• потенциал тереңдігі, 
• диффузиялық аймақ параметрлері есептелді. 
Шредингер теңдеуі сандық әдістермен шешіліп, шашырау фазалары, амплитудалары 

және қималары теориялық түрде анықталды[12]. 
Ядро мен альфа-бөлшек арасындағы энергия алмасу процестері GEANT4 және 

TALYS бағдарламалық пакеттері арқылы модельденді. Модельдеу нәтижелері 
эксперименттік спектрлермен салыстырылды. 

3. Мәліметтерді өңдеу әдістері 
Зерттеуден алынған барлық деректер келесі өңдеу сатыларынан өткізілді: 
• энергияны калибрлеу (α-калибрлеу әдісі); 



Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің ХАБАРШЫСЫ.
Физика. Астрономия сериясы
ISSN: 2616-6836. eISSN: 2663-1296

№4(153)/ 2025 141

Альфа-бөлшектердің көміртегі ядроларында шашырауы кезіндегі зат алмасу процестері

бағытталды[13]. Жұмыс нәтижелері ядролық бөлшектердің динамикасын модельдеу, 
нейтрон ағынын бағалау, ядролық материалдардың физикалық сипаттамаларын анық-
тау және алынған деректерді теориялық үлгілермен салыстыру арқылы кешенді түрде 
қарастырылды.

Алынған нәтижелер ядролық реакциялар механизмін тереңірек түсінуге, энергияның 
таралу сипатын бағалауға, сондай-ақ ядролық қауіпсіздік пен реакторлық процестерді 
оңтайландыруға мүмкіндік береді.

1. Ядролық реакциялардың энергетикалық сипаттамалары
Зерттеу барысында әртүрлі ядролық реакциялардың (n,γ), (n,f), (p,n) типіндегі 

процестері талданды. Есептелген Q-мәндері реакциялардың энергетикалық тиімділігін 
анықтауға көмектесті.

Эксперименттік және есептік мәліметтер бойынша:
Жеңіл ядролар үшін энергия бөлінуі теориялық модельдермен жоғары үйлесім 

көрсетті.
Ауыр ядролардың бөліну реакцияларында экспериментте тіркелген шығу энергиясы 

есептік модельден 3-5% айырмашылықпен сәйкес келді.
Нейтрондардың орташа кинетикалық энергиясы 1–2 МэВ диапазонында тұрақты 

мән көрсетті, бұл берілген реакциялар үшін классикалық әдебиеттердегі деректермен 
толық сәйкеседі[14].

Энергетикалық үлестірім реакцияның бастапқы параметрлеріне, ядро құрылымына 
және кіріс бөлшектің энергиясына айтарлықтай тәуелді екені анықталды.

2. Нейтрон ағыны мен тығыздығының өзгеру заңдылықтары
Нейтрондық спектрді өлшеу және реакторлық ортадағы нейтрон тығыздығын 

бағалау нәтижелері көрсеткендей:
Резонанстық аймақта нейтрон жұтылуының артуы байқалды, бұл әсіресе ^238U және 

^232Th материалдары үшін айқын көрінді[15].
Төмен энергиялы (жылулық) нейтрондар аймағында Максвелл үлестіріміне ұқсас 

тұрақты сипат байқалды.
Жоғары энергиялы нейтрондардың саны реактор қуатына пропорционал түрде 

артатыны дәлелденді.
Зерттеу нәтижелері нейтрондардың кеңістіктік таралуы біркелкі емес екенін, реактор 

ішіндегі геометрияға және қолданылған материалдардың қималарына тәуелді екенін 
көрсетті.

Бұл ақпарат реактордың қауіпсіз жұмыс режимін қамтамасыз ету және нейтрондық 
өрісті басқару үшін маңызды[16].

3. Ядролық материалдардың физикалық қасиеттерін бағалау
Зерттеу барысында уран, торий және аралас оксидті отын элементтерінің (MOX fuel) 

бірқатар параметрлері анықталды:
Тығыздық және массалық үлес – эксперименттік өлшемдер әдеби деректермен 

салыстырғанда 1-1,5% шегінде сәйкестік көрсетті.
Жылу өткізгіштік – температура артқан сайын төмендеу тенденциясы байқалды. 800-

1200 °C аралығында жылу өткізгіштік 15-20% төмендеді.
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Радиологиялық тұрақтылық – сәулелену дозасы артқан сайын кристалдық торда 
ақаулар көбеюі нәтижесінде материалдың механикалық беріктігі 8-12% азайды.

Бұл мәліметтер ядролық отынның реактор жағдайындағы ұзақ мерзімді мінез-
құлқын бағалау үшін маңызды.

4. Модельдеу нәтижелері
Monte Carlo (MCNP немесе GEANT) әдістері арқылы жүргізілген модельдеу экспери-

менттік өлшемдермен жоғары деңгейде сәйкес келді:
Нейтрондардың таралу траекториялары модельде нақты реактор геометриясын дәл 

қайталады.
Сіңіру, шашырау және жылдамдықтың төмендеуін тіркейтін есептік деректердің 

қателігі 2-4% аралығында ғана болды.
Модельдеу нәтижесі ауыр ядролардың бөліну ықтималдығын дәл болжауға мүмкіндік 

берді.
Бұл модельдердегі статистикалық қателіктердің төмен болуы есептеу параметрлерінің 

дұрыс таңдалғанын және симуляцияның сенімді екенін дәлелдейді.
5. Жүргізілген зерттеулердің салыстырмалы талдауы
Эксперименттік деректер халықаралық ғылыми базалардағы мәліметтермен (IAEA, 

ENDF/B, JENDL) салыстырылды. Салыстырмалы талдау нәтижелері:
–  Ядролық реакция қималарының абсолюттік мәні көптеген жағдайларда халық-

аралық стандарттармен үйлесімді болды.
– Жылулық нейтрондар аймағында кейбір изотоптар үшін ±3% айырмашылық 

тіркелсе, жоғары энергияда бұл айырмашылық 5–7% деңгейіне дейін өсті.
– Энергетикалық шығым мен нейтрондық спектрдің формасы теориялық болжам-

дармен жоғары сәйкес көрсетті[17].
Бұл сәйкестіктер жұмыстың ғылыми дұрыстығын және қолданылған әдістердің 

тиімділігін дәлелдейді.
Жалпы алғанда, зерттеу нәтижелері ядролық реакциялар механизмін терең түсінуге 

және нейтрондық-физикалық процестерді басқаруға мүмкіндік береді.
Талдау көрсеткендей:
– Ядролық материалдардың энергетикалық сипаттамалары белгілі теориялық 

үлгілерге сай келеді.
– Нейтрон ағынының өзгеруі реактор геометриясына және энергия спектріне тікелей 

тәуелді.
– Модельдеу мен эксперимент өзара жоғары деңгейде сәйкестендірілді.
Ядролық отынның қасиеттері температура мен сәулелену дозасы өзгерген сайын 

бірқалыпты заңдылық көрсетеді[18].
Бұл нәтижелер ядролық физика саласындағы практикалық қолданбалар – реакторлық 

есептеулер, радиациялық қауіпсіздік, ядролық материалдарды талдау және отын цик-
лын оңтайландыру бағыттары үшін аса құнды.

Талқылау және негізгі тұжырымдар
Жүргізілген зерттеу нәтижелері ядролық реакциялар динамикасының, нейтрондық-

физикалық параметрлердің және ядролық материалдардың физикалық қасиеттерінің 
өзара байланысын терең түсінуге мүмкіндік береді. Алынған деректер халықаралық 
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стандарттармен және теориялық модельдермен салыстыра талданды. Бұл талқылау 
зерттеу нәтижелерін ғылыми тұрғыдан саралап, олардың практикалық маңызын ашуға 
бағытталды.

1. Зерттеу нәтижелерін талқылау
Алынған Q-мәндері мен энергия таралуы ядролық реакциялардың теориялық үлгіле-

ріне (мысалы, шар моделіне, тамшы моделіне және қабықша моделіне) сәйкес екенін 
көрсетті. Эксперименттік және модельдік деректер арасындағы 3–5% айырмашылық:

– реакцияның бастапқы энергиясындағы аздаған ауытқуларға,
– ядроның ішкі құрылымындағы деңгейлік тығыздыққа,
– өлшеу құралдарының жүйелік қателіктеріне байланысты болуы мүмкін.
Бұл айырмашылық ядролық физикада қалыпты құбылыс болып есептеледі және 

зерттеу әдістерінің сенімділігін төмендетпейді.
Нейтрондардың реактор ішіндегі қозғалысы мен таралуы күрделі көпфизикалық 

құбылыс болып табылады. Зерттеу нәтижесінде анықталған:
– резонанстық жұтылудың артуы,
– жылулық нейтрондардың салыстырмалы тұрақты үлесі,
– жоғары энергиялы нейтрондардың реактор қуатына тәуелділігі
– ядролық реактор физикасының теориялық негіздерімен толық сәйкес келеді.
Нейтрон тығыздығының біркелкі еместігі реактор геометриясы мен материалдардың 

сіңіру қимасына байланысты екені расталды. Бұл ақпарат реактор қауіпсіздігі мен 
бақылау жүйелерін жетілдіру үшін маңызды.

Эксперимент нәтижелері ядролық материалдардың (уран, торий, MOX) температура, 
сәулелену дозасы және құрылымдық өзгерістерге тәуелді қасиеттерін анық көрсетті. 
Температура артқан сайын жылу өткізгіштіктің төмендеуі және радиациялық зақым-
данудың механикалық беріктікке әсері:

– ядролық отынның ұзақ мерзімді жұмыс қабілетін бағалау,
– реакторлық жүктемелерді оңтайлы есептеу
– үшін ерекше маңызға ие.
Бұл құбылыстар материалтанудағы радиациялық ақаулар теориясымен үндеседі 

және алынған эксперименттік нәтижелердің дұрыстығын растайды.
Monte Carlo әдістерін қолданудың нәтижелері эксперименттік мәліметтерге жоғары 

дәрежеде сәйкес келді. 2-4% деңгейіндегі қателік:
– статистикалық флуктуацияларға,
– геометриялық модельдің идеалдандырылған сипатына,
– энергия қималары базасындағы шамалы айырмашылықтарға байланысты.
Дегенмен бұл айырмашылықтар есептеулердің сапасын төмендетпейді, керісінше 

модельдеудің валидтілігін дәлелдейді. Ядролық реакторлардағы нейтрондық өріс пен 
ядролық материалдардың реакцияға түсу ықтималдығын болжауда Monte Carlo әдісі ең 
дәл әдістердің бірі болып қала береді.

2. Негізгі тұжырымдар
Жүргізілген зерттеу жұмысына сүйене отырып, төмендегі негізгі қорытындылар 

жасалды:
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Ядролық реакциялардан бөлінетін энергия теориялық модельдермен жоғары дең-
гейде сәйкес келді, бұл реакция механизмдерін түсіндіруде қолданылған әдістердің 
ғылыми негізді екенін дәлелдеді.

Нейтрондардың кеңістіктік және энергетикалық таралуы реактор геометриясына, 
материалдардың қима мәндеріне және реакцияның бастапқы шарттарына тәуелді екені 
көрсетілді.

Ядролық материалдардың физикалық қасиеттері температура мен сәулелену доза-
сының өзгеруіне сезімтал, жылу өткізгіштіктің төмендеуі мен радиациялық ақаулардың 
артуы материалдың қызмет ету мерзімін шектейтін негізгі факторлар болып табылады.

Monte Carlo моделінің нәтижелері эксперименттік деректермен үйлесімді, бұл әдістің 
ядролық қауіпсіздік, реакторлық есептеулер және нейтрон-физикалық параметрлерді 
болжауда қолданылу мүмкіндігін арттыра түседі.

Алынған нәтижелер ядролық материалдардың қасиеттерін бағалау, ядролық реак-
торларды жобалау, радиациялық қауіпсіздікті қамтамасыз ету және отын циклін 
оңтайландыру үшін практикалық мәнге ие.

Зерттеу жұмысы ядролық физикадағы теория мен тәжірибе арасындағы үйлесімділікті 
көрсетеді, бұл алдағы зерттеулерде жоғары дәлдікті эксперименттер мен жетілдірілген 
модельдеу әдістерін қолданудың маңыздылығын арттырады.

Қорытынды

Бұл зерттеу альфа-бөлшектердің көміртегі ядроларында шашырауы кезіндегі ядролық 
өзара әрекеттесу механизмдерін, энергия алмасу ерекшеліктерін және ядроішілік про-
цестердің динамикасын жан-жақты талдауға бағытталды. Зерттеу барысында альфа-
бөлшектерінің көміртегі ядроларымен серпімді және серпімсіз соқтығысу кезіндегі 
энергия таралуы, ядролық деңгейлердің қозуы және ядроның ішкі құрылымының 
өзгеруі сияқты маңызды физикалық құбылыстардың табиғаты айқындалды.

Жүргізілген эксперименттік өлшеулер мен теориялық модельдеу нәтижелері альфа-
бөлшектердің ядромен әрекеттесуінің күрделі көпқұрамды процесс екенін көрсетті. 
Кулон бөгеті, ядролық күштердің қысқа қашықтықтағы әсері, туннельдеу ықтималдығы 
және ядроның деңгейлік құрылымының ерекшеліктері шашырау процестеріне тікелей 
ықпал ететіні анықталды. Бұл факторлар энергияның қайта бөліну сипатына, шашырау 
бұрыштарының өзгеруіне, реакцияның ықтималдығына және ядроның кейінгі күйіне 
әсер етеді.

Зерттеу көрсеткендей:
– альфа-бөлшектердің көміртегі ядросымен әрекеттесуі ядролық құрылым туралы 

ақпарат беретін жоғары дәлдікке ие әдіс болып табылады;
– серпімді және серпімсіз шашырау нәтижелері ядроішілік деңгейлердің тығыздығын, 

ядролық күштердің сипатын және кванттық-механикалық ықтималдықтарды анық-
тауға мүмкіндік береді;

– энергия алмасу процестері ядролық реакциялардың кинематикасы мен динамикасын 
терең түсінуге жағдай жасайды;
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– эксперименттік және модельдік нәтижелердің сәйкес келуі қолданылған әдісте-
мелердің ғылыми сенімділігін дәлелдейді.

Зерттеу нәтижелері ядролық физикадағы бірқатар маңызды бағыттар үшін прак-
тикалық және теориялық тұрғыдан құнды. Атап айтсақ, көміртегі ядроларында альфа-
бөлшектердің шашырауы:

– ядролық реакциялардың механизмдерін нақтылауда;
– жеңіл ядролардың құрылымын зерттеуде;
– ядролық спектроскопия әдістерін жетілдіруде;
– радиациялық материалтану және ядролық энергетика салаларындағы қолданбалы 

мәселелерді шешуде маңызды рөл атқарады.
Жалпы алғанда, бұл зерттеу альфа-бөлшектер мен көміртегі ядроларының өзара 

әрекеттесу табиғатын тереңірек түсінуге, ядроішілік процестердің энергетикалық және 
құрылымдық ерекшеліктерін талдауға, сондай-ақ ядролық физикадағы эксперименттік 
және теориялық әдістердің үйлесімділігін бағалауға зор үлес қосты. Алынған нәтижелер 
болашақ зерттеулерде ядролық реакцияларды модельдеуді жетілдіру, ядролық 
күштердің параметрлерін нақтылау және ядролық спектроскопия мүмкіндіктерін 
кеңейту үшін ғылыми негіз бола алады.

Алғыс айту, мүдделер қақтығысы
Жұмысты орындау барысында қолдау көрсеткен, кеңестерін берген жетекшіме 

алғысымды білдіремін. Сонымен қатар, автор осы жұмыста ешқандай жеке немесе 
қаржылық мүдделерге ие емес екенін және мүдделер қақтығысының жоқтығын 
жариялайды.
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Обменные процессы при рассеянии альфа-частиц в ядрах углерода

Аннотация. В данной статье всесторонне анализируются процессы обмена энергией и массой, 
а также ядерные взаимодействия, происходящие при рассеянии альфа-частиц на ядрах углерода. 
В исследовании рассмотрены механизмы проникновения альфа-частиц в ядро, изменения 
их энергии, а также особенности упругого и неупругого рассеяния. Особое внимание уделено 
изменениям в уровневой структуре ядра углерода, возникающим в результате столкновений 
с альфа-частицами, формированию возбужденных состояний и перераспределению энергии 
внутри ядра.

В статье обсуждаются теоретические основы рассеяния Резерфорда, кулоновский барьер, 
квантово-механическое туннелирование и характер взаимодействий, определяемых природой 
ядерных сил. Также подчеркивается роль экспериментальных методов, включая детекторы 
регистрации частиц, методы измерения углов рассеяния и спектроскопический анализ энергии.

Полученные результаты демонстрируют значимость взаимодействия альфа-частиц с 
ядрами углерода для понимания физики ядерной структуры. Эти процессы играют важную 
роль в уточнении механизмов ядерных реакций, исследовании свойств легких ядер, а также 
в совершенствовании прикладных исследований в области ядерной энергетики, медицины и 
материаловедения.

Ключевые слова: альфа-частица, ядро углерода, рассеяние, ядерная реакция, упругое и неуп-
ругое столкновение, уровни возбуждения ядра, ядерные силы, обмен энергией
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Metabolic processes during scattering of alpha particles in carbon nuclei

Abstract. This article provides a comprehensive analysis of the mass-energy exchange processes 
and nuclear interactions occurring during the scattering of alpha particles by carbon nuclei. The study 
examines the penetration mechanism of alpha particles into the nucleus, the changes in their energy, 
and the specific features of elastic and inelastic scattering processes. In particular, the work describes in 
detail the modifications in the level structure of the carbon nucleus resulting from collisions with alpha 
particles, the formation of excited states, and the redistribution of energy within the nucleus.

The article discusses the theoretical foundations of Rutherford scattering, the Coulomb barrier, 
quantum-mechanical tunneling phenomena, and the characteristics of interactions determined by 
the nature of nuclear forces. The role of experimental methods-such as particle detection detectors, 
scattering angle measurement techniques, and spectroscopic energy analysis-is also highlighted.

The research findings demonstrate the significance of alpha-particle interactions with carbon nuclei 
for understanding nuclear structure physics. These processes play a crucial role in clarifying nuclear 
reaction mechanisms, investigating the properties of light nuclei, and improving applied studies in the 
fields of nuclear energy, medicine, and materials science.

Keywords: alpha particle, carbon nucleus, scattering, nuclear reaction, elastic and inelastic collision, 
nuclear excitation levels, nuclear forces, energy transfer
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Введение

Одной из ключевых задач в области применения композитных керамик в качестве 
твердооксидных топливных элементов (ТОТЭ) является сочетание в них высоких пока-
зателей прочности и устойчивости к внешним механическим воздействиям, а также 
хорошими показателями электрохимических параметров, определяющих потенциал 
использования и применимости в качестве анодных материалов. Именно баланс 

Роль формирования буферных V2O5 включений в составе 
композитных ZrO2 – Al2O3 керамик на изменение прочностных 
характеристик

Аннотация. В работе представлены результаты оценки влияния добав-
ления допанта V2O5 в состав композитных ZrO2 – Al2O3 керамик и форми-
рования буферных включений на устойчивость к внешним механическим 
воздействиям и повышения сопротивляемости к растрескиванию при 
механических нагрузках. В ходе проведенных исследований было уста-
новлено, что добавление допанта V2O5 в состав керамик с концентрацией 
выше 0.1 М приводит к образованию буферных включений в межзерен-
ном пространстве, образуемым ZrO2 зернами и Al2O3 матрицей, при этом 
формирование буферных включений обусловлено низкой температурой 
плавления V2O5, в результате чего происходит расплавление оксида вана-
дия в процессе спекания и последующее стеклование и кристаллизация 
при остывании в межзеренном пространстве. При оценке прочностных 
характеристик, в частности, твердости, трещиностойкости и прочности 
на сжатие было установлено, что при малых концентрациях допанта, 
упрочнение обусловлено структурными изменениями, связанными с раз-
мерными эффектами, которые выражаются в росте и укрупнении ZrO2 зе-
рен в Al2O3 матрице. При концентрациях выше 0.1 М увеличение устойчи-
вости к внешним воздействиям обусловлено формированием буферных 
включений, заполнение межзеренного пространства которыми приводит 
к сдерживанию процессов трещинообразования и повышению сопротив-
ляемости к механическим нагрузкам. 
Ключевые слова: композитные керамики, упрочнение, буферные вклю-
чения, допант, твердость, устойчивость к растрескиванию
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между механическими и электрохимическими свойствами определяет эффективность 
функционирования анодных компонентов ТОТЭ [1-3]. Анодные материалы должны 
обеспечивать высокую каталитическую активность в процессах окисления топлива, 
многокомпонентную (ионную и электронную) проводимость и стойкость проводящих 
фаз к восстановительным условиям [4, 5]. Параметры электрохимического переноса, 
удельная мощность и стабильность интерфейса анод-электролит являются критически 
важными для повышения общей эффективности ТОТЭ. Ухудшение этих характеристик, 
как правило, связано с изменением морфологии пористой структуры, ростом межфазного 
сопротивления, термохимическими реакциями между компонентами композита 
и накоплением продуктов деградации. Повышение прочностных характеристик 
позволяет снизить вероятность разрушения керамики и уменьшить частоту 
технического обслуживания, тогда как улучшение электрохимических параметров 
непосредственно повышает производительность элемента, его энергетическую 
эффективность и долговечность [6-8]. Сочетание прочностных и электрохимических 
параметров является определяющим фактором, повышение которых позволяет уве-
личить производительность и уменьшить затраты на замену анодных материалов, 
возникающую в результате деструкции в процессе эксплуатации [9,10]. 

Таким образом, взаимосвязанность механических и электрохимических свойств опре-
деляет практическую применимость и долговечность анодных материалов. Повышение 
прочности и термостойкости уменьшает вероятность механической деструкции и 
необходимость частой замены элементов, что особенно важно для промышленных 
энергетических систем [8-11]. Одновременно улучшение электрохимических параметров 
способствует увеличению энергетической плотности, оптимизации расхода топлива и 
повышению КПД устройства. Интегральная оптимизация этих характеристик является 
одним из наиболее перспективных направлений современной материаловедческой 
науки, поскольку позволяет снижать эксплуатационные расходы и повышать надёжность 
топливных элементов в долгосрочной перспективе [12,13]. 

Одним из способов повышения сопротивляемости к внешним механическим 
воздействиям, а также процессам коррозии, возникающим в процессе эксплуатации 
композитных керамик в качестве анодных материалов ТОТЭ является использование 
различных стабилизирующих допантов, включение которых в состав керамик приводит 
к созданию дополнительных буферных слоев, обуславливающих сдерживание 
процессов деструкции [12-14]. В данном случае буферные включения, возникающие при 
добавлении допантов, выступают в качестве сдерживающих центром, замедляющих 
распространение микротрещин при внешних нагрузках, а также увеличивающих 
сопротивляемость к процессам окисления за счет замедления диффузионных процес-
сов проникновения кислорода вглубь керамик. При этом эффекты, связанные 
с увеличением сопротивляемости за счет буферных включений имеют двоякое 
проявление, обусловленное концентрационными зависимостями допантов, а также 
их типа. В ряде случаев добавление допантов и последующее термическое спекания 
образцов керамик может привести к формированию как буферных включений, так и 
фаз замещения в составе керамик, возникновение которых, как правило, обусловлено 
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большими концентрациями допанта или большим количеством кислородных 
вакансий, возникновение которых обусловлено эффектами механического дробления 
или термического спекания. При этом, в большинстве случаев при добавлении 
стабилизирующих допантов в состав композитных керамик делается на определение 
роли допанта в изменении фазового состава, обусловленных эффектами замещения 
или рекристаллизации, а также определении роли допанта на изменение прочностных 
параметров [14,15].  

Основная цель данного исследования заключается в определении влияния добавления 
допанта V2O5 в состав композитных ZrO2 – Al2O3 керамик на изменение прочностных 
свойств и упрочнение, которое обусловлено изменениями морфологических особен-
ностей керамик, а также формированием буферных включений. Основная гипотеза 
лежащая в основе данного исследования заключается в увеличении сопротивляемости к 
внешним механическим воздействиям за счет заполнения межзеренного пространства, 
образующегося ZrO2 зернами и Al2O3 матрицей, буферными включениями в виде 
стекловидных V2O5 частиц, что в свою очередь приводит к сдерживанию процессов 
трещинообразования за счет создания дополнительных межзеренных границ в составе 
керамик. Использование в качестве стабилизирующего допанта оксида ванадия для 
модификации композитных ZrO2- Al2O3 керамик обусловлено его физико – химическими и 
структурными особенностями, а также более низкой температурой плавления (порядка 
600-700 °С), что при температуре спекания композитных керамик в диапазоне 1200-1500 
°С приводит к полному расплаву оксида ванадия и его последующей кристаллизации 
или стеклованию при остывании. Как правило, добавление оксида ванадия в состав 
композитных керамик используется для создания буферных прослоек в межзеренном 
пространстве за счет возможности его расправления и последующим заполнением 
пустот в керамиках, что приводит к сдерживанию деформационных процессов, а также 
замедлению процессов диффузии кислорода или водорода вглубь керамики, тем самым 
снижая риски высокотемпературного окисления и увеличивая сопротивляемость к 
процессам дестабилизации и разупрочнения.  

Методология 

Синтез композитных керамик был осуществлен в два этапа, первый из которых 
включает в себя механохимический твердофазный синтез исходных порошков, 
используемых для получения композита, а второй включает в себя термический отжиг 
полученных перемолотых порошков при заданной температуре. В качестве исходных 
компонент для синтеза композитных керамик использовались порошки диоксида 
циркония (ZrO2), оксида алюминия (Al2O3) и оксида ванадия (V2O5), химическая чистота 
которых составляла не менее 99.95 %. В качестве основы для композитных керамик 
использовалось равное соотношение мольных долей диоксида циркония и оксида 
алюминия, добавление допанта в виде V2O5 осуществлялось в диапазоне от 0.01 до 0.25 
М. Механохимическое смешивание исходных компонент керамик осуществлялось с 
использованием планетарной мельницы PULVERISETTE 6 (Fritsch, Берлин, Германия), 
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скорость помола составляла 250 оборот/мин, время воздействия мелющих тел на порошки 
составляло 30 минут. Выбор данных условий перемалывания и времени воздействия 
обусловлен необходимостью исключения эффектов холодного сваривания порошков 
на стенках мелющего стакана, а также исключения эффектов налипания порошков на 
мелющие тела, что приводит к неравномерному смешиванию при интенсивном помоле. 
После перемалывания исходные порошки подвергались термическому спеканию в 
муфельной печи Nabertherm LE 4/11/R6 (Nabertherm, Лилиенталь, Германия). Тем-
пература отжига составляла 1200 °С, время отжига и выдержки образцов при данной 
температуре составляло 5 часов, по достижению данного временного диапазона, нагрев 
в печи отключался и образцы остывали вместе с печью в течение 24 часов. Скорость 
нагрева образцов составляла 20 °С/мин, что позволило достигнуть равномерного 
прогрева всего образца по объему и исключить эффект неравномерного отжига. 
Температуры полиморфных трансформаций для ZrO2  в случае перехода из моноклинной 
в тетрагональную происходят при температуре отжига порядка 1170-1200 °С, переход 
в кубическую при температуре порядка 2370-2400 °С, расправ происходит при темпе-
ратуре выше 2690 °С. Однако в случае смешивания диоксида циркония с оксидом 
алюминия процессы полиморфных трансформаций сдерживаются наличием матрицы, 
препятствующей росту зерен и фазовым превращениям.

Определение морфологических особенностей исследуемых композитных керамик, 
связанных с определением кинетики роста зерен в процессе кристаллизации, 
обусловленной термическим спеканием осуществлялось с использованием метода 
растровой электронной микроскопии, выполненной на микроскопе Phenom™ ProX 
(Thermo Fisher Scientific, Эйндховен, Нидерланды). Изображения исследуемых образцов 
керамик были получены при одних и тех же увеличениях, что позволило провести 
качественный анализ полученных изображений, с целью установления влияния 
вариации концентрации компоненты допанта на структурные и морфологические 
особенности получаемых керамик. 

Определение фазового состава исследуемых композитных ZrO2-Al2O3 керамик в 
зависимости от изменения соотношения компоненты допанта V2O5 в составе было 
проведено с применением метода рентгенофазового анализа, реализованного на 
дифрактометре D8 ADVANCE ECO (Bruker, Карлсруэ, Германия). Съемка дифрактограмм 
осуществлялась в геометрии Брегг – Брентано, в угловом диапазоне 2θ=20-80°, с шагом 
0.03°, время набора дифрактограммы в точке составляло 1 сек. Определение фазового 
состава осуществлялось с применением метода Ритвельда, уточнение фаз проводилось с 
применением данных из базы PDF-2(2016). Весовые вклады оценивались с применением 
метода оценки вкладов всех дифракционных рефлексов каждой фазы в общую 
дифрактограмму с последующим уточнением их веса с использованием корундовых 
чисел. 

Для проведения экспериментов по определению устойчивости композитных ZrO2 
– Al2O3 керамик к внешним механическим воздействиям полученные порошки после 
спекания прессовались в таблетки диаметром 10 мм и толщиной порядка 2 мм, что 
позволило проводить испытания образцов к различным механическим воздействиям. 
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Запрессовка образцов осуществлялась в специальной пресс – форме цилиндрической 
формы, давление пресса составляло 250 МПа, время сжатия порядка 30 минут. 
После запрессовки полученные таблетки подвергались термическому отжигу при 
температуре 700 °С в течение 2 часов с целью инициализации процессов термической 
релаксации деформационных искажений в порошках возникающих при их сжатии в 
случае прессования в таблетки. Выбор температуры отжига образцов после запрессовки 
основан на экспериментальных работах, согласно результатам которых отжиг образцов 
после запрессовки в диапазоне 600-700 °С позволяет снять деформационные напряжения 
в структуре, вызванные прессованием, при этом исключить эффекты инициализации 
процессов фазовых трансформаций.

Определение прочностных характеристик исследуемых композитных ZrO2-Al2O3 
керамик в зависимости от концентрации допанта в составе проводилось путем оценки 
таких параметров как твердость, трещиностойкость и прочность на сжатие. Определение 
твердости и ее изменений в зависимости от состава керамик осуществлялось с 
использованием метода индентирования. Измерения проводились на микротвердомере 
Duroline M1 (Metkon, Бурса, Турция). В качестве индентера использовалась пирамида 
Виккерса (материал пирамиды – алмаз), нагрузка на индентер при измерении составляла 
порядка 100 Н. Схема измерений включала в себя индентирование путем воздействия 
индентера на образец при постоянной нагрузка в течение 15 сек, определение формы 
отпечатка индентера и последующее вычисление значений твердости. При этом 
количество измерений для определения статистических отклонений, а также выявления 
влияния структурных особенностей синтезированных композитных керамик на 
твердость образцов составляло не менее 20 измерений с различных участков образца. 
Расстояние между отпечатками составляло не менее 200-300 мкм, что позволило 
исключить эффект деформационного искажения, возникающего при индентировании 
на каждое последующее измерение. Определение трещиностойкости (К1с) было 
осуществлено с учетом полученных отпечатков индентера, оценки их формы, а также 
длины трещин образующихся при индентировании. Результаты оценки величины 
К1с для образцов керамик в исходном и модифицированном состоянии позволили 
определить эффективность структурных изменений, связанных с добавлением допанта 
в состав на изменение сопротивляемости к растрескиванию и распространению трещин 
в составе керамик при увеличении механических нагрузок на образцы. 

Определение устойчивости керамик к сжатию было осуществлено с использованием 
стандартного метода проведения испытаний, включающего в себя размещение 
образца в специальном держателе с последующим воздействием сдавливающего тела 
при переменной нагрузке. Данные эксперименты были проведены на испытательной 
машине LFM-L 10kH (Walter + Bai AG, Лёнинген, Швейцария). Контроль за деструкцией 
образцов керамик при сжатии осуществлялся путем определения нагрузки при которой 
происходит растрескивание образцов и их деформация. Для оценки использовался 
метод экстензометрии. Метод экстензометрии применяется для контроля за процессом 
растрескивания с применением совокупности методик, оценивающих сам процесс 
формирования трещин, а также изменений нагрузки при растрескивании образцов.
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Результаты и обсуждение 

На рисунке 1 приведены РЭМ изображения исследуемых композитных ZrO2-Al2O3 
керамик при добавлении допанта V2O5 с концентрациями 0.1 и 0.25 М, при которых 
согласно данным рентгенофазового анализа, результаты которого приведены 
на рисунке 2, в структуре керамик регистрируется наличие включений в виде 
орторомбической фазы V2O5, а также формирование фазы замещения Zr(V)O2. В случае 
исходных образцов ZrO2-Al2O3  керамик морфологические особенности обусловлены 
формированием композита по типу матрицы из оксида алюминия (темнопольные 
зерна) с включениями в виде мелкодисперсных зерен неправильной формы из оксида 
алюминия, расположение которых происходит вблизи границ крупных зерен оксида 
алюминия. При этом согласно представленным изображениям (см. данные на рисунке 
1а) формирование мелкодисперсной фракции приводит к появлению в структуре пор, 
наличие которых обусловлено неполным заполнением межзеренного пространства, а 
также формированием большого количества границ зерен в мелкодисперсной фракции, 
наличие которых обуславливает образование пустот в составе. В случае добавления 
в состав керамик V2O5 допанта при малых концентрациях наблюдается укрупнение 
ZrO2 зерен, что свидетельствует о том, что наличие оксида ванадия ускоряет процесс 
рекристаллизации при термическом воздействии, приводящему к укрупнению и росту 
ZrO2 зерен в составе Al2O3 матрицы. При больших концентрациях V2O5 допанта в составе 
керамик рост ZrO2 зерен более сдержан, однако межзеренное пространство между ZrO2 
зернами и Al2O3 матрицей заполняется буферной прослойкой в виде V2O5 формирование 
которой заполняет пустоты между зернами матрицы и ZrO2. Формирование подобной 
буферной зоны обусловлено тем, что V2O5 в процессе спекания, более низкие значения 
температуры плавления для оксида ванадия (Тплавления ~ 680-700 °С) приводит 
к его расплавлению и заполнению межзеренного пространства с последующим 
стеклованием при остывании в виде V2O5 включений. В свою очередь сдерживание 
процессов полиморфизма в ZrO2 и роста зерен при добавлении в состав композита V2O5 
обусловлено тем, что в оксид ванадия при спекании достаточно эффективно связывает 
кислородные вакансии, а также выступает в качестве центров рекомбинации, тем 
самым увеличивая сопротивляемость к внешним воздействиям и повышая прочность 
композитной керамики. Таким образом, при увеличении концентрации V2O5 допанта 
в составе керамик происходит сдерживание процессов полиморфизма в ZrO2, при этом 
наблюдаемый рост зерен свидетельствует о процессах рекристаллизации диоксида 
циркония при спекании. Основной механизм рекристаллизации зерен при добавлении 
допанта в состав керамик основан на том факте, что расплавленный оксид ванадия 
способствует сдерживанию эффекта влияния матрицы на рост зерен диоксида циркония 
и ускоряет процесс их укрупнения.
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Рисунок 1. РЭМ изображения исследуемых ZrO2-Al2O3 керамик при добавлении допанта 
V2O5: а) исходный образец; б) концентрация допанта 0.1 М; в) концентрация допанта 0.25 М

Согласно приведенным данным рентгенофазового анализа исследуемых ZrO2 – Al2O3 
керамик, полученные образцы представляют собой смесь двух фаз моноклинной фазы 
ZrO2 и ромбоэдрической Al2O3, содержание которых соответствует весовым вкладам, 
используемым для синтеза. В исходном состоянии соотношения фаз ZrO2 и Al2O3 составляет 
порядка 77 вес.% к 23 вес. %. При этом увеличенное содержание ZrO2 фазы обусловлено 
более высокой степенью ее кристалличности в процессе термического спекания, что 
приводит к росту интенсивностей рефлексов данной фазы и их доминировании в 
составе композита. При этом следует отметить, что форма рефлексов для Al2O3 фазы 
свидетельствует об ее более низкой степени структурного упорядочения по сравнению 
с данными, полученными для моноклинной ZrO2 фазы, что связано со структурными 
особенностями данных соединений при их смешивании. Как известно, при смешивании 
диоксида циркония и оксида алюминия для получения композитных керамик, 
механическое ударное воздействие и последующий термический отжиг не приводят 
к образованию фаз замещения или твердых растворов, а сама структура композита 
представлена Al2O3 матрицей с включениями в виде ZrO2 зерен, рост и размеры которых 
обусловлены температурой спекания, а также сдерживающими или ускоряющими 
факторами, обусловленными наличием дополнительных допантов или температурных 
режимов спекания. Добавление в состав ZrO2-Al2O3 керамик V2O5 допанта при 
концентрациях от 0.01 до 0.10 М не приводит к регистрации каких – либо дифракционных 
рефлексов, характерных для V2O5 фазы, что в свою очередь может быть объяснено двумя 
факторами: малой концентрацией допанта, регистрация и идентификация которой при 
данных концентрациях не возможна, или полной аморфизацией или стеклованием при 
спекании, что приводит к невозможности регистрации четких дифракционных рефлексов 
от V2O5 фазы.  При этом следует отметить, что рост интенсивности дифракционных 
рефлексов моноклинной ZrO2 фазы, а также изменение их формы, связанное со сжатием 
рефлексов и уменьшением величины FWHM, свидетельствует об укрупнении областей 
когерентного рассеяния, что в свою очередь обусловлено увеличением размеров 
кристаллитов. Наблюдаемые изменения дифракционных рефлексов для ZrO2 фазы 
в целом имеют хорошее согласие с результатами морфологических особенностей, 

 

процессе кристаллизации при остывании заполняют межзеренное пространство образуя 
тем самым буферный слой между ZrO2 зернами и Al2O3 матрицей, что отчетливо видно на 
рисунке 1в, отражающем морфологические особенности получаемых керамик. Также 
следует отметить, что при больших концентрациях V2O5 допанта (0.2 – 0.25 М) форма 
основных рефлексов для моноклинной ZrO2 фазы свидетельствует о расслоении рефлексов, 
обусловленной наложением двух фаз с одинаковым структурным мотивом, но различными 
параметрами кристаллической решетки. Одним из объяснений подобных изменений может 
являться формирование включений в виде фазы замещения Zr(V)O2, также имеющей 
моноклинный тип кристаллической решетки, представляющей собой кристаллическую 
решетку в которой часть катионов циркония заменена катионами ванадия. Прямым 
подтверждением наличия данной фазы является результаты оценки структурных 
параметров, изменение которых свидетельствует о замещении катионов циркония 
катионами ванадия. Формирование данной фазы замещения может происходить при 
достаточно больших концентрациях допанта, увеличение концентрации которого приводит 
к усилению эффектов кристаллизации, которые сопровождаются, согласно приведенным 
данным исследований морфологических особенностей к росту размеров зерен, что в свою 
очередь может сопровождаться формированием включений со структурой частичного 
замещения.  

 
Рисунок 2. Результаты рентгенофазового анализа исследуемых ZrO2 – 

Al2O3 керамик при добавлении допанта V2O5 
 

Изменение структурных особенностей, связанных в первую очередь с размерными 
факторами, обусловленными ростом зерен при малых концентрациях допанта, а также 
формированием буферных включений в межзеренном пространстве при больших 
концентрациях допанта играют весьма важную роль в изменении прочностных свойств 
композитных ZrO2 – Al2O3 керамик, изменение которых определяет потенциал их 
использования и дальнейшие перспективы применения.  

На рисунке 3 приведены результаты оценки изменений прочностных параметров 
исследуемых ZrO2 – Al2O3 керамик при добавлении допанта V2O5, определенные с 
применением стандартных методов оценки твердости, трещиностойкости и прочности на 
сжатие исследуемых образцов керамик. Общий тренд наблюдаемых изменений 
свидетельствует о положительном влиянии вариации соотношения компоненты допанта в 
составе композитных керамик на увеличение сопротивляемости к внешним механическим 
нагрузкам и повышению устойчивости к механическим воздействиям при сжатии и 
индентировании. При этом сравнивая наблюдаемые изменения величин прочностных 
характеристик в зависимости от вариации концентрации допанта V2O5 в составе керамик с 
результатами, полученными для немодифицированных ZrO2 – Al2O3 керамик, можно 
сделать вывод о прямой взаимосвязи между изменением структурных особенностей, 
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согласно которым при добавлении V2O5 допанта с малыми концентрациями (менее 0.1 
М) основные структурные изменения обусловлены укрупнением ZrO2 зерен (согласно 
данным морфологических особенностей). При концентрациях V2O5 допанта 0.1 М и 
выше на полученных рентгеновских дифрактограммах наблюдается формирование 
малоинтенсивных дифракционных рефлексов, характерных для орторомбической V2O5 
фазы весовой вклад которой составляет от 4 до 9 вес. %, при изменении концентрации 
допанта от 0.1 до 0.25 М. Формирование и регистрация рефлексов орторомбической V2O5 
фазы при данных концентрациях допанта может быть объяснено тем, что при больших 
концентрациях допанта в процессе термического спекания распределение допанта в 
составе становится больше, что приводит к формированию более крупных включений, 
которые в процессе кристаллизации при остывании заполняют межзеренное пространство 
образуя тем самым буферный слой между ZrO2 зернами и Al2O3 матрицей, что отчетливо 
видно на рисунке 1в, отражающем морфологические особенности получаемых керамик. 
Также следует отметить, что при больших концентрациях V2O5 допанта (0.2-0.25 М) 
форма основных рефлексов для моноклинной ZrO2 фазы свидетельствует о расслоении 
рефлексов, обусловленной наложением двух фаз с одинаковым структурным мотивом, но 
различными параметрами кристаллической решетки. Одним из объяснений подобных 
изменений может являться формирование включений в виде фазы замещения Zr(V)O2, 
также имеющей моноклинный тип кристаллической решетки, представляющей собой 
кристаллическую решетку в которой часть катионов циркония заменена катионами 
ванадия. Прямым подтверждением наличия данной фазы является результаты оценки 
структурных параметров, изменение которых свидетельствует о замещении кати-
онов циркония катионами ванадия. Формирование данной фазы замещения может 
происходить при достаточно больших концентрациях допанта, увеличение концентра-
ции которого приводит к усилению эффектов кристаллизации, которые сопровож-
даются, согласно приведенным данным исследований морфологических особенностей 
к росту размеров зерен, что в свою очередь может сопровождаться формированием 
включений со структурой частичного замещения. 

Рисунок 2. Результаты рентгенофазового анализа исследуемых ZrO2-Al2O3 
керамик при добавлении допанта V2O5

Изменение структурных особенностей, связанных в первую очередь с размерными 
факторами, обусловленными ростом зерен при малых концентрациях допанта, а также 
формированием буферных включений в межзеренном пространстве при больших 
концентрациях допанта играют весьма важную роль в изменении прочностных 
свойств композитных ZrO2-Al2O3 керамик, изменение которых определяет потенциал их 
использования и дальнейшие перспективы применения. 
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Рисунок 1. РЭМ изображения исследуемых ZrO2 – Al2O3 керамик при 

добавлении допанта V2O5: а) исходный образец; б) концентрация 
допанта 0.1 М; в) концентрация допанта 0.25 М 

 
Согласно приведенным данным рентгенофазового анализа исследуемых ZrO2 – 

Al2O3 керамик, полученные образцы представляют собой смесь двух фаз моноклинной 
фазы ZrO2 и ромбоэдрической Al2O3, содержание которых соответствует весовым вкладам, 
используемым для синтеза. В исходном состоянии соотношения фаз ZrO2 и Al2O3 
составляет порядка 77 вес.% к 23 вес. %. При этом увеличенное содержание ZrO2 фазы 
обусловлено более высокой степенью ее кристалличности в процессе термического 
спекания, что приводит к росту интенсивностей рефлексов данной фазы и их 
доминировании в составе композита. При этом следует отметить, что форма рефлексов для 
Al2O3 фазы свидетельствует об ее более низкой степени структурного упорядочения по 
сравнению с данными, полученными для моноклинной ZrO2 фазы, что связано со 
структурными особенностями данных соединений при их смешивании. Как известно, при 
смешивании диоксида циркония и оксида алюминия для получения композитных керамик, 
механическое ударное воздействие и последующий термический отжиг не приводят к 
образованию фаз замещения или твердых растворов, а сама структура композита 
представлена Al2O3 матрицей с включениями в виде ZrO2 зерен, рост и размеры которых 
обусловлены температурой спекания, а также сдерживающими или ускоряющими 
факторами, обусловленными наличием дополнительных допантов или температурных 
режимов спекания. Добавление в состав ZrO2 – Al2O3 керамик V2O5 допанта при 
концентрациях от 0.01 до 0.10 М не приводит к регистрации каких – либо дифракционных 
рефлексов, характерных для V2O5 фазы, что в свою очередь может быть объяснено двумя 
факторами: малой концентрацией допанта, регистрация и идентификация которой при 
данных концентрациях не возможна, или полной аморфизацией или стеклованием при 
спекании, что приводит к невозможности регистрации четких дифракционных рефлексов 
от V2O5 фазы.  При этом следует отметить, что рост интенсивности дифракционных 
рефлексов моноклинной ZrO2 фазы, а также изменение их формы, связанное со сжатием 
рефлексов и уменьшением величины FWHM, свидетельствует об укрупнении областей 
когерентного рассеяния, что в свою очередь обусловлено увеличением размеров 
кристаллитов. Наблюдаемые изменения дифракционных рефлексов для ZrO2 фазы в целом 
имеют хорошее согласие с результатами морфологических особенностей, согласно 
которым при добавлении V2O5 допанта с малыми концентрациями (менее 0.1 М) основные 
структурные изменения обусловлены укрупнением ZrO2 зерен (согласно данным 
морфологических особенностей). При концентрациях V2O5 допанта 0.1 М и выше на 
полученных рентгеновских дифрактограммах наблюдается формирование 
малоинтенсивных дифракционных рефлексов, характерных для орторомбической V2O5 
фазы весовой вклад которой составляет от 4 до 9 вес. %, при изменении концентрации 
допанта от 0.1 до 0.25 М. Формирование и регистрация рефлексов орторомбической V2O5 
фазы при данных концентрациях допанта может быть объяснено тем, что при больших 
концентрациях допанта в процессе термического спекания распределение допанта в составе 
становится больше, что приводит к формированию более крупных включений, которые в 
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Роль формирования буферных V2O5 включений в составе композитных ZrO2-Al2O3 керамик на изменение 
прочностных характеристик

На рисунке 3 приведены результаты оценки изменений прочностных параметров 
исследуемых ZrO2-Al2O3 керамик при добавлении допанта V2O5, определенные с 
применением стандартных методов оценки твердости, трещиностойкости и прочности 
на сжатие исследуемых образцов керамик. Общий тренд наблюдаемых изменений 
свидетельствует о положительном влиянии вариации соотношения компоненты допанта в 
составе композитных керамик на увеличение сопротивляемости к внешним механическим 
нагрузкам и повышению устойчивости к механическим воздействиям при сжатии и 
индентировании. При этом сравнивая наблюдаемые изменения величин прочностных 
характеристик в зависимости от вариации концентрации допанта V2O5 в составе керамик 
с результатами, полученными для немодифицированных ZrO2-Al2O3 керамик, можно 
сделать вывод о прямой взаимосвязи между изменением структурных особенностей, 
обусловленных формированием буферных включений в составе керамик и эффективностью 
увеличения прочностных характеристик. В случае малых концентраций V2O5 допанта 
(менее 0.07 М) изменение прочностных параметров незначительно, что свидетельствует 
о том, что наблюдаемый эффект рекристаллизации, связанный с укрупнением размеров 
ZrO2 зерен, оказывает малое влияние на увеличение сопротивляемости к внешним 
механических воздействиям, а также повышению прочностных характеристик. В 
случае когда концентрация V2O5 допанта выше 0.05 М наблюдается значительный 
рост прочностных параметров, что свидетельствует об увеличении сопротивляемости 
внешним воздействиям, обусловленному совокупностью структурных изменений, 
связанных как с размерными эффектами, так и формированием буферных включений, 
эффект воздействия которых наиболее проявляется при больших концентрациях допанта. 
Общий вид представленных зависимостей изменений прочностных свойств позволяет 
сделать вывод об эффективности использования стабилизирующего V2O5 допанта для 
повышения прочностных характеристик композитных керамик, без существенных 
изменений их фазового состава и отсутствия эффектов полиморфизма в ZrO2 фазе при ее 
кристаллизации в случае термического отжига. 

 

Рисунок 3. Результаты оценки прочностных параметров исследуемых 
ZrO2 -Al2O3 керамик при добавлении допанта V2O5

На рисунке 4 приведены результаты оценки факторов упрочнения исследуемых 
ZrO2 – Al2O3 керамик при добавлении V2O5 допанта, определенные на основе сравнения 

 

обусловленных формированием буферных включений в составе керамик и 
эффективностью увеличения прочностных характеристик. В случае малых концентраций 
V2O5 допанта (менее 0.07 М) изменение прочностных параметров незначительно, что 
свидетельствует о том, что наблюдаемый эффект рекристаллизации, связанный с 
укрупнением размеров ZrO2 зерен, оказывает малое влияние на увеличение 
сопротивляемости к внешним механических воздействиям, а также повышению 
прочностных характеристик. В случае когда концентрация V2O5 допанта выше 0.05 М 
наблюдается значительный рост прочностных параметров, что свидетельствует об 
увеличении сопротивляемости внешним воздействиям, обусловленному совокупностью 
структурных изменений, связанных как с размерными эффектами, так и формированием 
буферных включений, эффект воздействия которых наиболее проявляется при больших 
концентрациях допанта. Общий вид представленных зависимостей изменений 
прочностных свойств позволяет сделать вывод об эффективности использования 
стабилизирующего V2O5 допанта для повышения прочностных характеристик 
композитных керамик, без существенных изменений их фазового состава и отсутствия 
эффектов полиморфизма в ZrO2 фазе при ее кристаллизации в случае термического отжига.  
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Рисунок 3. Результаты оценки прочностных параметров исследуемых 
ZrO2 – Al2O3 керамик при добавлении допанта V2O5 

 
На рисунке 4 приведены результаты оценки факторов упрочнения исследуемых ZrO2 

– Al2O3 керамик при добавлении V2O5 допанта, определенные на основе сравнения 
результатов прочностных параметров в исходном состоянии (без допанта) и данных, 
полученных для образцов с различной концентрацией допантов V2O5. Определение 
величин упрочнения осуществлялось путем вычисления процентного соотношения 
изменения величин твердости, трещиностойкости и прочности на сжатие, полученных для 
образцов керамик с добавлением V2O5 допанта с данными для немодифицированных ZrO2 
– Al2O3 керамик с последующим определением эффективности модификации керамик, 
обусловенной добавлением допанта и формированием буферных включений.  
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результатов прочностных параметров в исходном состоянии (без допанта) и данных, 
полученных для образцов с различной концентрацией допантов V2O5. Определение 
величин упрочнения осуществлялось путем вычисления процентного соотношения 
изменения величин твердости, трещиностойкости и прочности на сжатие, полученных 
для образцов керамик с добавлением V2O5 допанта с данными для немодифицированных 
ZrO2-Al2O3 керамик с последующим определением эффективности модификации керамик, 
обусловенной добавлением допанта и формированием буферных включений. 

 

Рисунок 4. Результаты оценки факторов упрочнения исследуемых ZrO2 – Al2O3 керамик 
при изменении соотношения компоненты допанта в составе 

Согласно оценочным данным факторов упрочнения (изменений прочностных парамет-
ров при изменении концентрации допанта в составе ZrO2 – Al2O3 керамик) видно, что 
при малых концентрациях (не более 0.05 М) увеличение прочностных характеристик 
составляет не более 2-3 % по сравнению с исходными немодифицированными 
керамиками. Таким образом, анализируя наблюдаемые изменения данных величин 
можно сделать вывод о том, что размерный фактор, связанный с укрупнением зерен при 
малых концентрациях допанта приводит к незначительному изменению прочностных 
параметров, связанных с ростом зерен и снижением пористых включений, наличие 
которых обуславливает низкие показатели устойчивости к внешним воздействиям 
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случае основной эффект упрочнения обусловлен ростом зерен, что хоть и приводит 
к снижению пористости за счет укрупнения ZrO2 зерен, но не приводит к плотности 
упаковки, что оказывает влияние на прочностные параметры керамик за счет сохранения 
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при сжатии или механических нагрузках на образцы. В случае малых концентраций (0.01 
– 0.05 М) V2O5 допант выступает как инициатор роста ZrO2 зерен, однако упрочнение, 
наблюдаемое для данного диапазона концентраций допанта минимально. На рисунке 
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Рисунок 4. Результаты оценки факторов упрочнения исследуемых ZrO2 

– Al2O3 керамик при изменении соотношения компоненты допанта в 
составе  
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5 приведена схема упрочнения, связанная с изменением концентрации допанта и его 
роли в изменении морфологических особенностей полученных керамик.

Рисунок 5. Схема упрочнения композитных ZrO2 – Al2O3 керамик при добавлении оксида 
ванадия

При увеличении концентрации V2O5 допанта выше 0.07 М наблюдается более чем 
двукратное увеличение прочностных параметров по сравнению с результатами, 
полученными для концентраций V2O5 допанта порядка 0.01-0.05 М. Подобное 
увеличение прочностных параметров, а также их дальнейший рост в данном случае 
может быть объяснен эффектами, связанными с формированием буферных включений 
в межзеренном пространстве ZrO2-Al2O3 керамик, заполняемым фазой V2O5 в процессе 
кристаллизации при остывании. В данном случае при расплавлении V2O5 при спекании, 
стеклоподобная фракция, образующаяся при высоких температурах ускоряет не только 
процесс рекристаллизации и укрупнения ZrO2, но и заполняет межзеренное пространство, 
образуя буферные включения, а также увеличивая адгезию между диоксидом 
циркония и оксидом алюминия. Формирование подобных буферных включений при 
рекристаллизации приводит к уплотнению структуры и заполнению пор, тем самым 
снижая их плотность в составе композитной керамики. Также данные включения 
выступают в роли фазового связующего при больших концентрациях, что в свою очередь 
приводит не только к перераспределению локальных деформационных напряжений 
при внешних механических нагрузках, но и формиванию фазы замещения Zr(V)O2. 
При это заполнение межзеренных пустот также значительно снижает вероятность 
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сочетанию жёсткой керамической матрицы и более вязких интерфазных прослоек на 
основе V2O5, способных поглощать и рассеивать энергию распространяющейся трещины 
(см. данные приведенные на рисунке 1в). 

Заключение 

В ходе оценки взаимосвязи между изменением концентрации допанта и морфоло-
гическими особенностями синтезированных композитных ZrO2-Al2O3 керамик было 
установлено, что добавление в состав керамик оксида ванадия приводит к росту ZrO2 
зерен, а также изменению из формы со сферической до ромбовидной  слоистой с 
большим количеством граней на поверхности, наличие которых обусловлено процессами 
кристаллизации мелкодисперсной фракции. При этом увеличение концентрации 
допанта выше 0.1 М приводит к образованию в составе композитных ZrO2-Al2O3  
керамик включений в виде оксида ванадия, которые, согласно оценке морфологических 
особенностей заполняют межзеренное пространство образуя буферные включения 
между Al2O3 матрицей и ZrO2 зернами. 

В ходе оценки прочностных характеристик исследуемых композитных ZrO2-
Al2O3 керамик установлено, что при малых концентрациях V2O5 допанта (меньше 
0.1 М) основные механизмы упрочнения обусловлены размерными эффектами, 
связанными с укрупнением ZrO2 зерен в Al2O3 матрице, что приводит к уменьшению 
пористых включений в составе керамик. При концентрациях V2O5 допанта выше 0.1 М 
увеличение сопротивляемости прочностных характеристик внешним механическим 
воздействиям обусловлено совокупностью факторов – размерным фактором и 
заполнением межзеренного пространства буферными включениями в виде V2O5 частиц 
стекловидной массы. Подобная совокупность факторов приводит к росту твердости и 
трещиностойкости более чем на 20-25 %, а устойчивости к сжатию более чем 25 – 30 % по 
сравнению с немодифицированными ZrO2-Al2O3 керамиками. Увеличение прочностных 
параметров за счет добавление в состав ZrO2-Al2O3 керамик V2O5 допанта позволяет 
получить высокопрочные композитные керамики по типу Al2O3 матрица с включениями 
ZrO2 зерен в состав. 

Общий анализ зависимости изменения прочностных свойств от концентрации 
V2O5 позволяет сделать вывод о существовании критической концентрации допанта, 
при достижении которой механизм упрочнения резко меняется, что обусловлено 
изменением механизмов упрочнения от пассивного влияния на зеренную структуру 
при низких концентрациях, к активному участию в формировании межзеренных фаз и 
улучшению микроструктурной организации материала при концентрациях выше 0.07 М. 
Это подтверждает высокую эффективность использования V2O5 как модифицирующей 
добавки для повышения механической надёжности и устойчивости к разрушению ZrO2-
Al2O3  керамик, особенно в условиях интенсивных механических нагрузок и эксплуатации 
в ответственных конструкционных элементах для альтернативной энергетики.  
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Композиттік ZrO2 – Al2O3 керамикаларының құрамындағы буферлік V2O5 
қосындыларының қалыптасуының беріктік сипаттамаларының өзгеруіндегі рөлі

Аңдатпа. Жұмыста композиттік ZrO2-Al2O3 керамикасының құрамына V2O5 қоспасын қосудың 
және сыртқы механикалық әсерлерге төзімділікке буферлік қосындылардың қалыптасуының 
және механикалық жүктемелер кезінде жарықшақтануға төзімділіктің жоғарылауының әсерін 
бағалау нәтижелері келтірілген. Жүргізілген зерттеулер барысында концентрациясы 0.1 М-ден 
жоғары керамика құрамына V2O5 допантының қосылуы ZrO2 дәндері мен Al2O3 матрицасы түзетін 
түйіршікаралық кеңістікте буферлік қосындылардың пайда болуына әкелетіні анықталды, бұл ретте 
буферлік қосындылардың қалыптасуы V2O5 төмен балқу температурасына байланысты, нәтижесінде 
агломерация процесінде ванадий оксидінің балқуы және кейіннен шынылау және астық аралық 
кеңістікте салқындаған кезде кристалдану пайда болады. Беріктік сипаттамаларын, атап 
айтқанда қаттылықты, жарықшақтануға төзімділікті және қысу беріктігін бағалау кезінде 
допанттың төмен концентрациясында беріктендіру Al2O3 матрицасындағы ZrO2 дәндерінің 
өсуі мен ұлғаюында көрінетін өлшемдік әсерлерге байланысты құрылымдық өзгерістерден 
туындайтыны анықталды. 0.1 М-ден жоғары концентрацияда сыртқы әсерлерге төзімділіктің 
артуы буферлік қосындылардың пайда болуына байланысты, астық аралық кеңістікті толтыру 
жарықшақтардың пайда болу процестерінің тежелуіне және механикалық жүктемелерге 
төзімділіктің артуына әкеледі.

Түйін сөздер: композиттік керамика, қатайту, буферлік қосындылар, қоспа, қаттылық, жа-
рықшақтануға төзімділік 
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The role of the formation of buffer V2O5 inclusions in the composition of composite 
ZrO2-Al2O3 ceramics on the change in strength characteristics

Abstract. The paper presents the assessment results of the effect of addition of V2O5 dopant to the 
composition of composite ZrO2-Al2O3 ceramics and the formation of buffer inclusions on resistance to 
external mechanical influences and enhancement of resistance to cracking under mechanical loads. 
During the studies conducted, it was established that the addition of the  V2O5  dopant to the composition 
of ceramics with a concentration above 0.1 M leads to the formation of buffer inclusions in the 
intergranular space formed by ZrO2 grains and the Al2O3 matrix, while the formation of buffer inclusions 
is due to the low melting point of V2O5, resulting in the melting of vanadium oxide during sintering and 
subsequent vitrification and crystallization during cooling in the intergranular space. During assessment 
of the strength characteristics, in particular hardness, crack resistance and compressive strength, it 
was found that at low dopant concentrations, strengthening is caused by structural changes associated 
with size effects, which are expressed in the growth and coarsening of ZrO2 grains in the Al2O3 matrix. 
At concentrations above 0.1 M, the growth in resistance to external influences is due to the formation 
of buffer inclusions, the filling of the intergranular space with which leads to the inhibition of crack 
formation processes and an increase in resistance to mechanical loads.

Key words: composite ceramics, strengthening, buffer inclusions, dopant, hardness, crack resistance
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Introduction

This paper is dedicated to the study of photoluminescence of doped gallium antimonide 
crystals.Gallium antimonide is one of the most important materials for infrared optoelectronics 
– LEDs, lasers and photoconverters[1].

The galliumantimon ideis interesting because it has additional minima of the conduction band 
located close to the main minimum (~80 meV), as well as the magnitude of the spin-orbit 

Photoluminescence of gallium antimonide (GaSb) crystals doped 
with selenium (Se) and tellurium (Te)

Abstract.This paper provides a brief overview of main works, dedicated 
to the study of photoluminescence in gallium antimonide crystals, as well 
as the features of the band structure and classification of impurity states. 
Photoluminescence of gallium antimonide doped with selenium and tellurium in 
the concentration range is presented (1017-9∙1017 cm-3. 1,8∙1017-2∙1018 cm-3) for 
selenium and tellurium respectively. It is shown that GaSb photoluminescence 
is determined by changes from the conduction band to the second ionized state 
of the double natural acceptor. The shape and position of the maximum of the 
emission lines is determined by the Coulomb potential of the impurity, additional 
minima of the conduction band and resonant impurity states associated with 
them.It was revealed that the difference in the photoluminescence spectra of 
gallium antimonide crystals containing different donor impurities (selenium, 
tellurium) is due to the influence of resonant impurity levels associated with 
the L-minima of the conduction band. Theoretical calculations of the shape of 
GaSb photoluminescence spectra were performed. The position of the peak and 
the short-wavelength wing of the emission lines are essentially determined by 
the position of the Fermi level, which is due to the sharp increase in barrier 
transparency with increasing electron energy. The practical significance of 
the results in this article is also related to the widespread use of optical and 
photoluminescence phenomena in various types of semiconductor devices.
Key words: photoluminescence, impurities, crystal, recombination, concentration, 
level, energy
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splitting ∆ is approximately equal to the width of the bandgap E9 and others.These properties 
of gallium antimonide distinguish it from the number of A3 B5 compounds. For example, by 
creating uniaxial deformation, it is possible to easily invert the extrema of the conduction band 
and thereby study the influence of the overlying L-length on the optical properties of the crystal.

Increased interest in the study of photoluminescence in gallium antimonide crystals 
is stimulated not only by purely scientific objectives: obtaining important data on the band 
structure of semiconductors, the mechanisms of recombination processes in them, etc. The 
practical significance of the issues discussed in the article is also associated with the widespread 
use of optical and photoluminescence phenomena in various types of semiconductor devices. 
In particular, coherent radiation sources and photodetectors in a wide spectral range are 
manufactured based on these compounds. These same compounds are also of significant 
practical interest for use in traditional semiconductor electronics. The spectral region of gallium 
antimonide (1.1-1.6 μm) contains the main transmission maxima of quartz fibers, most of which 
are used in fiber optic communications.

When growing GaSb single crystals from gallium-enriched melts, the concentration of this 
acceptor increases toward the end of the ingot due to the accumulation of excess gallium in the 
melt. The increase in acceptor concentration, however, occurs more slowly than the increase in 
Te donor concentration [2].

A number of studies have been devoted to the study of recombination radiation of gallium 
antimonide. The photoluminescence spectrum of this compound is complex. The introduction 
of certain impurities, as well as various external influences, significantly influence the shape 
and position of the emission lines. Therefore, studies by various authors lack a unified view 
on the nature of these or those emission lines.In the photoluminescence spectra of undoped 
P-GaSb crystals, two emission lines are observed [3] the authors [4] the positions of these lines 
with maxima hυ1 = 0.797 eV and hυ2 = 0.776 eV weakly depend on temperature. According to 
these authors, the high-energy line is associated with the recombination of excitons bound to 
impurities.

According to measurements, the position of the radiation maxima depends on the temperature.
It is also noted that the hυ_1line shifts from 0.800 eV to 0.780 eV when the temperature 
changes from 10° K to 90° K. They, like other authors [4,5,6] associate this line with interband 
recombination, and explain the shift of the radiation maximum to the long-wavelength side 
with increasing temperature by the narrowing of the band gap. The origin of the hυ2 line is 
associated by many authors [7,8] with the recombination of the conduction band – a shallow 
natural acceptor. Photoluminescence of gallium antimonide, doped with various impurities, 
was studied in papers [10]. In the spectra of lightly doped and compensated crystals, which 
are obtained by introducing tellurium and selenium donors, a new hυ3 long-wavelength line 
appears. At the same time, the main emission lines are extinguished. According to the authors 
[7,8], the hυ3 line is associated with the emergence of the possibility of radiative transitions 
from the conduction band to deep natural acceptors.The position of the maximum of this 
line depends on the concentration of impurities and on the excitation level. By studying the 
photoluminescence spectra of n-GaSb samples doped with tellurium, the authors  came to the 
conclusion that the long-wavelength emission line А (hυ3 = 0.720±0.730 eV) corresponds to 
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transitions to the levels of the natural double acceptor. Using higher excitation levels, two more 
high-energy lines A and B can be detected with energies at maximum of 0.780 eV and 0.796 eV.

They suggest that line A is the result of electron recombination through the same double 
acceptor, rendered neutral by the capture of two holes, while line B is determined by the 
emission of an exciton bound to the same neutral center. The authors further point out that line 
B is significantly broader than the typically observed bound exciton lines and suggest that this 
broad band contains a significant fraction of band-gap electron emission. A shift of the longest 
wavelength, line A, toward shorter wavelengths is observed with increasing pumping level, 
which is explained by an increase in the Fermi level with increasing nonequilibrium carrier 
concentration.In the works [9]the photoluminescence of gallium antimonide heavily doped 
with tellurium was studied. At a low excitation level the maximum of the photoluminescence 
spectrum, which consists of one broad emission line, shifts to the short-wavelength side of 
the spectrum from 0.710 eV to 0.800 eV with an increase in the electron concentration from 
3∙1017 cm3 to 4.7∙1018 cm3. Attributing this phenomenon to the Burstein shift, the authors came 
to the conclusion that the initial states for radiative transitions lie in the conduction band, 
and the final states are the same deep acceptor levels with an ionization energy of 0.1 eV that 
participated in the transitions of lightly doped crystals.

The methodology

A standard setup was used to measure the photoluminescence spectra of gallium antimonide.
Nonequilibrium carriers were excited by a He-Ne laser (LG-126) with λ= 1.15 μm, and a P вS 
receiver was used to record the radiation.A special cryostat was used, eliminating the need for 
optical windows. The sample is placed in a brass bath, which is housed in a Dewar flask with 
an open top. The radiation emitted by the crystal is collected by a spherical mirror positioned 
directly above the open-top Dewar flask. The converging rays from the spherical mirror are 
directed toward the monochromator by a flat mirror and focused on its slit. The optical surface 
of the samples was prepared using conventional methods: mechanical grinding on powders 
with minimal grain sizes (10-14 μm) and chemical etching to a mirror finish in a SR-4A solution. 
The photoluminescence spectra of n-type gallium antimonide crystals doped with selenium and 
tellurium were studied (the Hall carrier concentrations were: 1∙1017-9∙1017 cm-3. 1,8∙1017-2∙1018 cm-3

 for Se and Te, respectively, at a temperature of 77∘К. The studied concentration range 
corresponds to the electron degeneracy region.

Discussion

The measurements were carried out at low pump levels; the concentration of nonequilibrium 
carriers was ≈1015 cm-3. The photoluminescence spectra under these conditions are a broad, 
structureless line (Fig. 1,2).
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Figure1. Spectra of n-type GaSb (Se) crystals luminescence, Т=77°К
1-0,8; 2-3,9; 3-5,7;4-7,5 1017 cm-3

 

Figure2. Spectra of n-type GaSb (Тe) crystal luminescence, Т=77°К
N:1017 cm-3: 1-2,5;   2-4,2;   3-6,2; 4-8; 5-10.
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As the doping level increases, the maximum of the emission lines shifts toward higher 

energies, and the line broadens. The energy of the maximum of the emission line is always 
significantly less (80-100 meV) than the optical width of the band gap. Consequently, it can be 
assumed that the emission line is caused by transitions from the conduction band to a deep acceptor 
level: for example,  to the second ionized state of the double acceptor, which is always present in 
gallium antimonide. If p-GaSb is doped to degeneracy (𝑁𝑁𝑥𝑥 = 2 ∙ 1017𝑐𝑐𝑐𝑐−3, 𝐸𝐸𝐹𝐹 = 0.029 eV), then 
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line shape and the position of the emission maximum. Figures 3 and 4 show the concentration 
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example,  to the second ionized state of the double acceptor, which is always present in gallium 
antimonide. If p-GaSb is doped to degeneracy (Nx=2∙1017 cm-3, EF=0.029 eV), then the acceptors 
are doubly negatively charged. At weak pumping ((∆n, ∆ρ≪n0), nonequilibrium holes are quickly 
captured by acceptors, which then become singly negatively charged.  Consequently, carrier 
recombination occurs by overcoming the Coulomb barrier, which should be reflected in the 
line shape and the position of the emission maximum. Figures 3 and 4 show the concentration 
dependences of the maximum and half-width of the emission line of gallium antimonide doped 
with Se and Te, respectively.
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Figure4. The position of emission line maximum and level of Fermi crystalsGaSb (Se)
from doping levelТ=77°К

 
 

Figure2. Spectra of n-type GaSb (Тe) crystal luminescence, Т=77°К 
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crystalsGaSb (Se) from doping levelТ=77°К 

 
It is evident from the figures that up to concentrations of5 ∗ 1017𝑐𝑐𝑐𝑐−3both dependences are 

practically identical, and as the degree of doping increases, the influence of the impurity type appears. 
For gallium antimonide crystals doped with Te maximum emission from concentration shifts 
monotonically to the short-wavelength side with doping, saturating at𝑁𝑁𝑥𝑥 > 1 ∙ 1018𝑐𝑐𝑐𝑐−3, while the 
dependence  𝐸𝐸𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑆𝑆𝑆𝑆  occurs at 𝑁𝑁𝑥𝑥 > 7 ∙ 1017𝑐𝑐𝑐𝑐−3and shifts to the long-wavelength side. The behavior 
of the half-width of the emission lines on the carrier concentration is similar to the behavior of 𝐸𝐸𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚. 
The shape of the emission line for conduction-acceptor band transitions can be described by the 
following expression: 

𝐼𝐼(𝐸𝐸) = 𝜌𝜌(𝐸𝐸)𝐹𝐹(𝐸𝐸)𝑁𝑁(𝐸𝐸)    (1) 
𝜌𝜌 (Е)-the density of states in the conduction band, assuming the conduction band to be spherical 
andisotropic, then𝜌𝜌(𝐸𝐸)~√𝐸𝐸, Е-kinetic energy of electrons; 𝐹𝐹(𝐸𝐸) = 1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐸𝐸−𝐸𝐸𝐹𝐹)/𝑘𝑘𝑘𝑘Fermi equilibrium 

function:𝑁𝑁(𝐸𝐸) = 𝐴𝐴/√𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒/√𝐸𝐸 − 1)−1Sommerfeld multiplier for the repulsive: 
𝐴𝐴 = 2𝜋𝜋

ℏ√2𝑚𝑚     (2) 
The factor (E) takes into account that transitions are associated with ionized acceptor states, 

i.e., with overcoming a repulsive barrier. Consequently, transitions are more probable for electrons 
with high kinetic energy. The results of calculations using formula (4) are shown in Figure 5. The 
position of the maximum and the short-wavelength wing of the emission line are practically 
determined by the position of the Fermi level, which is due to the sharp increase in barrier 
transparency with increasing electron energy. Figures 3 and 4 show the dependence of the Fermi level 
on the carrier concentration. The concentration is taken from direct measurements of the Hall 
coefficient. Indeed, as can be seen from the figure, the shift of the emission maximum with 
concentration toward shorter wavelengths is analogous to the change in the position of the Fermi level 
for 𝐸𝐸𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑇𝑇𝑇𝑇 to concentrations 1 ∙ 1018𝑐𝑐𝑐𝑐−3 , for 𝐸𝐸𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑆𝑆𝑆𝑆 to 7 ∙ 1017𝑐𝑐𝑐𝑐−3 .At 𝑁𝑁𝑥𝑥 > 1 ∙

1018𝑐𝑐𝑐𝑐−3dependence 𝐸𝐸𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑇𝑇𝑇𝑇 is saturated, which is apparently due to the filling of the L-valley of the 

conduction band, since the Fermi level at a given concentration reaches the L-minima.At the same 
time, a contribution to radiative recombination from transitions from the L-minima should appear. 
This is evident in a slight discrepancy between theory and experiment in the short-wavelength wing 
of the spectrum at high carrier concentrations. The contribution from transitions from the L-minima 
was not taken into account in the calculations. The long-wavelength wing of the emission band is 
determined primarily by two factors: the distribution of the density of states near the bottom of the 
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Photoluminescence of gallium antimonide (GaSb) crystals doped with selenium (Se) and tellurium (Te)

It is evident from the figures that up to concentrations of 5*1017 cm-3 both dependences are 
practically identical, and as the degree of doping increases, the influence of the impurity type 
appears. For gallium antimonide crystals doped with Te maximum emission from concentration 
shifts monotonically to the short-wavelength side with doping, saturating at Nx>1∙1018cm-3, 
while the dependence ESe max occurs at Nx>7∙1017 8cm-3 and shifts to the long-wavelength side. 
The behavior of the half-width of the emission lines on the carrier concentration is similar to 
the behavior of Emax. The shape of the emission line for conduction-acceptor band transitions 
can be described by the following expression:

	                                                                 I(E)=ρ(E)F(E)N(E) 	                                                      (1)

ρ (Е)-the density of states in the conduction band, assuming the conduction band to be 
spherical andisotropic, thenρ(E)~√E, Е-kinetic energy of electrons; 
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determined by the position of the Fermi level, which is due to the sharp increase in barrier 
transparency with increasing electron energy. Figures 3 and 4 show the dependence of the Fermi level 
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time, a contribution to radiative recombination from transitions from the L-minima should appear. 
This is evident in a slight discrepancy between theory and experiment in the short-wavelength wing 
of the spectrum at high carrier concentrations. The contribution from transitions from the L-minima 
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max is saturated, which is apparently due to the filling of the L-valley of the 
conduction band, since the Fermi level at a given concentration reaches the L-minima. At the 
same time, a contribution to radiative recombination from transitions from the L-minima 
should appear. This is evident in a slight discrepancy between theory and experiment in the 
short-wavelength wing of the spectrum at high carrier concentrations. The contribution from 
transitions from the L-minima was not taken into account in the calculations. The long-wavelength 
wing of the emission band is determined primarily by two factors: the distribution of the density 
of states near the bottom of the conduction band and the screening of the Coulomb potential of 
the impurity center. Gallium antimonide always contains a large number of natural acceptors 
(P≅1-2∙1017 cm-3). Therefore, when doping with donor impurities to a level of Nx~5∙1017 cm-3, a 
significant degree of compensation exists, resulting in “tails” in the density of states in the  band 
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of the impurity center by free electrons. The presence of a negative charge at the impurity center 
leads to a dependence of the probability of radiative recombination of electrons on their kinetic 
energy. This situation is analogous to the dependence of the transparency of the Coulomb 
barrier on the particle energy during tunneling. An increase in the electron concentration leads 
to a lowering and narrowing of the Coulomb barrier, increasing the probability of electrons 
with low kinetic energy passing through it. One can attempt to account for the screening of the 
electrostatic potential by taking the eigenvalue of the Schrödinger equation with a Hamiltonian 
including the electrostatic screened potential as the total electron energy E(z) in the single-
electron approximation:

	
(3)

where rэ – Thomas-Fermi screening radius

In general, the Schrödinger equation does not have a closed-loop analytical solution. However, 
such a solution can be obtained for large values of the screening radius rэ>aб. The static screened 
potential in this case can be represented as:

(4)

Taking into account screening in this case comes down to adding the following expression to 
the total energy of the electron:

			   (5)

i.e. to the shift in the electron energy reference point. One can attempt to account for the 
effect of screening in the same way for the caserэ≤aб, which is the case for the crystals under 
study. The calculation using formula (5) is shown in Figure 5:

 

Figure5. Spectra of luminescence of n-typeGaSb,theory: a-no screening; b- subject to screening; 
c-experiment
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i.e. to the shift in the electron energy reference point. One can attempt to account for the effect of 
screening in the same way for the case𝑟𝑟э ≤ 𝑎𝑎б, which is the case for the crystals under study. The 
calculation using formula (5) is shown in Figure 5: 
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It is evident that taking into account the screening broadens the long-wavelength wing of the 
spectrum. The best agreement between the experimentally observed spectra of GaSb(Te) and 
the calculated results is observed at Hall concentrations of (6-8) 1017 cm-3; i.e., when the role of 
the density of states “tails” is already relatively small, and the contribution of transitions from 
the L-minimum is still insignificant. Returning to Figs. 2 and 3, we note a significant difference 
in the behavior of the concentration dependences of Emaxfor crystals doped with tellurium 
and selenium. In the case of GaSb(Te), ETe

max monotonically shifts to the short-wavelength side 
similarly to EF up to concentrations of the order of 1∙1018  cm-3, and saturates with a further increase 
in the concentration. This behavior at high concentrations is due to the fact that the Fermi level 
reaches the L-minima of the conduction band (the Te level, located below the L-minima for these 
concentrations is degenerate) and due to the higher density of states in them(m2*=0,29m0)  
the growth of the Fermi level should slow down. Moreover, at such electron concentrations, 
the effect of narrowing of the band gap with doping is already significant. Saturation can be 
explained in this case by the simultaneous action of two factors: a weak increase in the Fermi 
level and a decrease in the band gap with doping. In GaSb(Se) crystals, the resonant levels of 
selenium associated with the L-minima, as will be shown in the next paragraph, are located 33 
meV below the bottom of the L-minimum of the conduction band. Consequently, saturation of 
the concentration dependence of ESe

max, associated with the filling of the resonant states with Ie, 
should occur at lower concentrations Nx than for GaSb(Te) crystals. However, it is evident from 
Fig. 4  that the dependence of ESe

max on Nx passes through a maximum at Nx~7∙1017 cm-3 and then 
shifts to the long-wavelength side with a further increase in Nx. Therefore, it can be concluded 
that the decrease in the band gap with doping should be significantly greater than for crystals 
in GaSb(Te). The stronger decrease in the band gap with doping may be due to the fact that 
selenium in gallium antimonide produces a center that differs from the hydrogen-like center, 
and for such a center, the dependence of the change in the band gap width with doping can be 
significantly stronger than for the hydrogen-like center.

Conclusion

In this paper, the photoluminescence of gallium antimonide (GaSb) crystals doped with 
selenium (Se) and tellurium (Te) was studied, and the following conclusions were drawn from 
the obtained data:

1. The photoluminescence of gallium antimonide crystals doped with selenium and tellurium 
was determined by the transition from the conduction band to the second ionized state of the 
natural acceptor in the concentration range (1*1017 – 8*1018 cm-3 и 1.8*1017 – 2*1018 cm-3) for 
selenium and tellurium.

2. The shape and position of the emission maximum line are determined by the Coulomb 
potential of the impurity, additional minima in the conduction band, and associated resonant 
impurity states.

3. It was established that the difference in the photoluminescence spectra of gallium 
antimonide crystals with different donor impurities (selenium, tellurium) is due to the influence 
of resonant impurity levels associated with the conduction band minima.
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4. It was noted that the shift of the long-wavelength emission edge toward higher energies with 
increasing concentration is explained by the influence of impurity concentration fluctuations.
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Селен (Se) және теллур (Te) қосылған галий антимониді (GaSb) кристалдарының 
фотолюминесценциясы

Аңдатпа. Бұл жұмыс галлий антимонидінің кристалдарындағы фотолюминисценцияны 
зерттеуге арналған негізгі жұмыстардың қысқаша шолуын, сондай-ақ аймақтық құрылымның 
ерекшеліктерін және қоспа күйлерінің классификациясын қарастырады. (1017-9∙1017 см-3. 
1,8∙1017-2∙1018 см-3) концентрациядиапазонында селен мен теллур үшін легирленген галлий 
антимонидінің фотолюминисценциясы берілген. GaSb фотолюминесценциясы қос табиғи 
акцептордың өткізгіштік аймағынан екінші иондалған күйіне өту арқылы анықталатыны 
көрсетілген. Шығару сызығының максимумының пішіні мен орны қоспаның кулондық потен-
циалымен, өткізгіштік аймағындағы қосымша минимумдармен және олармен байланысты 
резонанстық қоспа күйлерімен анықталады.Құрамында әртүрлі донорлық қоспалар (селен, 
теллур) бар галлий антимониді кристалдарының фотолюминесценция спектрлеріндегі 
айырмашылықтар өткізгіштік зонаның L-минимумдарымен байланысты резонанстық қоспалар 
деңгейлерінің әсерінен болатыны анықталды. GaSb фотолюминесценция спектрлерінің 
пішінінің теориялық есептеулері жүргізілді. Максимумның орналасуы және қысқа толқынды 
сәулелену сызықтарының қанаты іс жүзінде Ферми деңгейінің орналасуымен анықталады бұл 
электрондардың энергиясының жоғарылауымен тосқауыл мөлдірлігінің күрт өсуіне байланысты.
Мақалада жұмыс нәтижелерінің практикалық маңыздылығы сонымен қатар жартылай өткізгіш 
құрылғылардың әртүрлі түрлерінде оптикалық және фотолюминесценциялық  құбылыстарды 
кеңінен қолданумен байланысты екені келтірілген.

Түйін сөздер: фотолюминисценция, қоспалар, кристалл, рекомбинация, концентрация, 
деңгей, энергия
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Фотолюминисценция кристаллов антимонида галлия (GaSb) легированных селеном (Se) 
и теллуром (Te)

Аннотация. В данной работе рассматриваются краткий обзор основных работ, посвященных 
исследованию фотолюминисценций в кристаллах антимонида галлия, а также особенности 
зонной структуры и классификация примесных состояний. Приведены фотолюминисценция 
антимонида галлия, легированных селеном и теллуром в диапазоне концентраций (1017-9∙1017 
см-3. 1,8∙1017-2∙1018 см-3) для селена и теллура соответственно. Показано что фотолюминисценция 
GaSb определяется перепадами из зоны проводимости на второе ионизованное состояние 
двойного природного акцептора. Форма и положение максимума линий излучения определяется 
кулоновским потенциалом примеси, дополнительными минимумамизоны проводимости и 
резонансными примесными состояними связанными с ними. Выявлено, что различие спектров 
фотолюминисценций кристаллов антимонида галлия,содержащих различные донорные 
примеси (селен, теллур) обусловлен влиянием резонансных примесных уровней связанных 
с L–минимумами зоны проводимости. Проведены теоретические расчеты формы спектров 
фотолюминисценций GaSb. Положение максимума и коротковолновые крыло линий излучения 
практически определяется положением уровня Ферми что обусловлено резким возрастанием 
прозрачности барьера при увеличений энергий электронов.Практическое значение итогов 
работы в статье связано также с широким использованием оптических и фотолюминисцентных 
явлений в различных типах полупроводниковых приборов.

Ключевые слова: фотолюминисценция, примеси, кристалл, рекомбинация, концентрация, 
уровень, энергия
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