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МРНТИ 27.31.21
М.Б. Жасыбаева, Г.Н. Нугманова

Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан
(E-mail: mzhassybaeva@yahoo.com)

Спиновая система, эквивалентная интегрируемому уравнению Фокаса-Ленэллса

Аннотация: Хорошо известно, что интегрируемые нелинейные уравнения типа
Шредингера, такие как классическое нелинейное уравнение Шредингера, нелинейное
уравнение Шредингера производного типа, играют важную роль в изучении распространение
волн. Недавно в моно-модельных оптических волокнах была предложена новая интегрируемая
модель, называемая уравнением Фокаса-Ленэллса (ФЛ). Интересно, что в отличие от
нелинейного уравнение Шредингера уравнение ФЛ допускает как яркие, так и темные
солитонные решения без изменения знака нелинейного члена. Яркие солитонные решения
были построены по билинейному методу Хироты, а темные солитонные решения были
построены билинейным методом Хироты и по преобразованию Бекллунда. Таким образом, с
помощью нам известных методов преобразования можно найти различные солитонные решения
уравнение ФЛ. Для этого необходимо необходимо тщательно проанализировать уравнение
ФЛ. В данной работе найдена спиновая система, калибровачно эквивалентная (1+1)-мерному
интегрируемому уравнению Фокаса-Ленэллса. При этом получено представление Лакса для
этой системы. Полученный результат может быть использован для дальнейшего исследования
спиновых систем.

Ключевые слова: спиновая система, эквивалентность, калибровочное преобразование,
условие совместности, представление Лакса, уравнение Фокаса-Ленэллса.

Введение. Интегрируемое обобщение нелинейного уравнение Шредингера, полученное
бигамильтоновыми методами в 1995 году Фокасом, выглядит следующим образом:

iqxt − iqxx + 2qx − |q|2 qx + iq = 0. (1)

Уравнение (1) называется уравнением Фокаса-Ленэллса (ФЛ), в котором q представляет
собой комплексную оболочку поля, индексы x и t обозначают частные производные
соответсвенно, по аргументом x и t, а и i - комплексное число.

Модифицированная форма уравнения Фокаса-Ленэллса. Уравнение (1) можно
переписать в модифицированной форме при r = q∗ ( ∗ означает комплексное сопряжение)
в виде [2]

iqxt − iqxx + 2qx − qxqr + iq = 0, (2)
irxt − irxx − 2rx + rxrq + ir = 0. (3)

Лаксовая пара системы уравнений (2)-(3) имеет вид

Ψx = U(x, t, λ)Ψ, (4)
Ψt = V (x, t, λ)Ψ (5)

где Ψ(λ) называется собственной функцией собственного значения λ , которое является
изоспектральным параметром, а матричные операторы U и V выглядят как:

U(λ) = −iλ2σ3 + λQ,

V (λ) = −iλ2σ3 + λQ+ V0 +
1

λ
V−1 −

i

4λ2
σ3,

где
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Q =

(
0 qx
rx 0

)
, V0 = iσ3 −

iqr

2
σ3, V−1 =

i

2

(
0 q
−r 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Для Лаксовой пары (4)-(5) из следующее условие совместности:

Ut − Vx + [U, V ] = 0.

получаем уравнения ФЛ (2)-(3).

Представление Лакса для спиновой системы. Для того, чтобы построить спиновую
систему, необходимо сначало найти Лаксовую пару для искомой системы. Начнем с
рассмотрения следующего калибровочного преобразования [3]-[7]

Φ = g−1Ψ, g = Ψ|λ=λ0 ,

где g(x, t) - унитарная 2× 2 матрица калибровочного преобразования.
Найдем производные от векторной функции Φ по аргументом x и t :

Φx = (g−1Ψx − g−1gxg
−1)Ψ = U

′
Φ, (6)

Φt = (g−1Ψt − g−1gtg
−1)Ψ = V

′
Φ. (7)

Выберем унитарную матрицу g(x, t) , удовлетворяющую совместной системе уравнений

gx = U0g,

gt = Wg

где U0(x, t) и W (x, t) - антиэрмитовые матрицы, которые удовлетворяют условию нулевой
кривизны в системе уравнений (4)-(5)

U0(x, t) = −iλ2
0σ3 + λ0Q, W (x, t) = −iλ2

0σ3 + λ0Q+ V0 +
1

λ0
V−1 −

i

4λ2
0

σ3.

Здесь λ0 - константа. Отсюда, с учетом (4)-(5) получаем, что

Φx =
(
−i(λ2 − λ2

0)g−1σ3g + (λ− λ0)g−1Qg
)

Φ,

Φt =

(
−i(λ2 − λ2

0)g−1σ3g + (λ− λ0)g−1Qg +

(
1

λ
− 1

λ0

)
g−1V−1g −

i

4

(
1

λ2
− 1

λ2
0

)
g−1σ3g

)
Φ.

Известно, что g−1σ3g = A, здесь A - спиновая матрица являющиеся матричным аналогам
спинового вектора A = (A1, A2, A3) , которая удовлетворяет условию A2 = 1 .

После некоторых сложных вычислений и преобразований, нами получена связь между
решениями искомой спиновой системы и системы уравнения (2) и (3) в следующем в виде:

g−1Qg =
1

2λ0
AAx, g−1V−1g =

λ0

2
(AAt −AAx)

Теперь систему уравнения (6) и (7) можем переписать как

Φx =

(
−i(λ2 − λ2

0)A+
λ− λ0

2λ0
AAx

)
Φ,

Φt =

(
−i
(
λ2 − λ2

0 +
1

4λ2
− 1

4λ2
0

)
A+

(
λ

2λ0
− λ0

2λ

)
AAx +

(
λ0

2λ
− 1

2

)
AAt

)
Φ.

Для удобство:

Φx = U
′
Φ, (8)

Φt = V
′
Φ, (9)

где
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U
′

= −i(λ2 − λ2
0)A+

(λ− λ0)

2λ0
AAx,

V
′

= −i
(
λ2 − λ2

0 +
1

4λ2
− 1

4λ2
0

)
A+

(
λ

2λ0
− λ0

2λ

)
AAx +

(
λ0

2λ
− 1

2

)
AAt.

Таким образом, получено новое представление Лакса.

Спиновая система, эквивалентная уравнению Фокаса-Ленэллса. Перекрестно
дифференцируя представление Лакса (8) и (9), получим условие нулевой кривизны

U
′
t − V

′
x + [U

′
, V
′
] = 0 (10)

где

U
′
t = −i(λ2 − λ2

0)At +
1

2

(
λ

λ0
− 1

)
(AtAx +AAxt), (11)

V
′
x = (−i(λ2 − λ2

0 −
1

4λ2
0

+
1

4λ2
))Ax + (

λ

2λ0
− λ0

2λ
)(A2

x +AAxx)+

+(
λ0

2λ
− 1

2
)(AxAt +AAtx), (12)

[U
′
, V
′
] = −2i(λ2 − λ2

0)(
λ

2λ0
− λ0

2λ
)Ax − 2i(λ2 − λ2

0)(
λ0

2λ
− 1

2
)At−

−(
λ

λ0
− 1)(−i(λ2 − λ2

0 −
1

4λ2
0

+
1

4λ2
))Ax +

1

2
(
λ

λ0
− 1)(

λ0

2λ
− 1

2
)(AtAx −AxAt). (13)

Подставляя уравнения (11)-(13) в уравнение (10), получим искомую спиновую систему в
следующей форме:

iAt +
1

4λ2
0

[A,Axx −Axt] +
i(1− 4λ3

0)

4λ3
0

Ax = 0. (14)

В компонентах спиновой матрицы А выглядить как

iA3t +
1

4λ2
0

(A−A+
xx −A−A+

xt −A−xxA+ +A−xtA
+) +

i(1− 4λ3
0)

4λ3
0

A3x = 0,

iA−t −
1

2λ2
0

(A−A3xx −A−A3xt −A3A
−
xx +A3A

−
xt) +

i(1− 4λ3
0)

4λ3
0

A−x = 0,

iA+
t +

1

2λ2
0

(A+A3xx −A+A3xt −A3A
+
xx +A3A

+
xt) +

i(1− 4λ3
0)

4λ3
0

A+
x = 0,

или в компонентах спиновой вектора А:

A1t +
1

2λ2
0

(A2A3xx −A2xxA3)− 1

2λ2
0

(A2A3xt −A2xtA3) +
(1− 4λ3

0)

4λ3
0

A1x = 0,

A2t +
1

2λ2
0

(A3A1xx −A3xxA1)− 1

2λ2
0

(A3A1xt −A3xtA1) +
(1− 4λ3

0)

4λ3
0

A2x = 0,

A3t +
1

2λ2
0

(A1A2xx −A1xxA2)− 1

2λ2
0

(A1A2xt −A1xtA2) +
(1− 4λ3

0)

4λ3
0

A3x = 0.

Следовательно, векторная форма уравнения (14) имеет вид

At + βA ∧Axx + σA ∧Axt + τAx = 0,

где

β =
1

2λ2
0

, σ = − 1

2λ2
0

, τ =
(1− 4λ3

0)

4λ3
0

.
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Заключение. В работе рассмотрено уравнение Фокаса-Ленэллса, интегрируемость
которого осуществляется допущением для него представления Лакса. Исходя из последнего,
методом калибровочного преобразование построено новое представление Лакса. По ходу
исследования определена связь между решениями известного и искомого нелинейных
эволюционных уравнений. Полученное из условии совместности, выведенное нами
представление Лакса, нелинейного эволюционного уравнения есть наша искомая спиновая
система, эквивалентная уравнения Фокаса-Ленэллса. Полученные результаты могут быть
использованы для дальнейшего исследования спиновых систем, нахождения их точных
решений, имеющие физические приложения.
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Интегралданатын Фокас-Ленэллстың теңдеуiне эквиваленттi спиндiк жүйе

Аннотация: Шредингер типтi сызықты емес теңдеулер, мысалы классикалық сызықты емес Шредингер теңдеуi,
туындылы сызықты емес Шредингер теңдеуi толқындардың таралуын зерттеуде маңызды рөл атқаратыны белгiлi.
Жуырда моно-моделдi оптикалық талшықтарда Фокас-Ленэллс (ФЛ) деп аталатын жаңа интегралданатын модель
ұсынылды. Бұл ФЛ теңдеуiнiң сызықты емес Шредингер теңдеуiмен салыстырғанда сызықты емес мүшенiң таңбасын
сақтай отырып, айқын әрi, күңгiрт солитонды шешiмi болатындығымен ерекшеленедi. Айқын солитонды шешiм
Хиротаның бисызықты әдiсi арқылы, ал күңгiрт солитонды шешiм Хиротаның бисызықты әдiсiмен және Бекллундтың
түрлендiруi арқылы табылды. Сонымен, бiзге мәлiм түрлендiрулердiң әдiстерi арқылы ФЛ теңдеуiнiң әр түрлi
солитонды шешiмдерiн табуға болады. Ол үшiн ФЛ теңдеуiн мұқият талдау жасау керек. Бұл жұмыста (1+1)-өлшемдi
интегралданатын Фокас-Ленэллс теңдеуiне калибровтi эквиваленттi спиндi жүйе табылды. Сонымен қатар, осы жүйе
үшiн Лакс көрiнiсi анықталды. Алынған нәтиже спиндiк жүйелердi ары қарай зерттеулерде қолдануға болады.

Түйiн сөздер: спиндiк жүйе, эквиваленттiлiк, калибровтi түрлендiру, сәйкестiк шарты, Лакс көрiнiсi, Фокас-Ленэллс
теңдеуi.

M.B. Zhassybayeva, G.N. Nugmanova

L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan

Spin system equivalent to the integrable Fokas-Lenells equation

Abstract: It is well known that integrable nonlinear Schodinger-type equations, such as the classical nonlinear Schodinger
equation, the nonlinear Schodinger equation of the derived type, play an important role in the study of wave propagation.
Recently, a new integrable model, called the Fokas-Lenells equation (FL), was proposed in mono-model optical fibers. It is
interesting that unlike the nonlinear Schodinger equation, the FL equation admits both bright and dark soliton solutions without
changing the sign of the nonlinear term. Bright soliton solutions were constructed using the Hirota bilinear method, and dark
soliton solutions were constructed by the Hirota bilinear method and the Bekllund transformation. Thus, using the well-known
transformation methods, we can find various soliton solutions of the FL equation. For this, it is necessary to carefully analyze the
FL equation. In this paper we find a spin system that is gauge-equivalent to the (1 + 1) -dimensional integrable Fokas-Lenells
equation. The Lax representation for this system is obtained. The result obtained can be used for further investigation of spin
systems.

Keywords: spin system, equivalence, gauge transformation, compatibility condition, Lax representation, Fokas-Lenells

equation]
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