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Законы сохранения для (2+1)-мерных уравнений комплексно
модифицированного Кортевега-де Фриза и Максвелла-Блоха

Аннотация: В настоящее время уравнение кмКдФ используется в паре с системой
уравнений Максвелла–Блоха, и поэтому вместе они называются уравнениями комплексно
модифицированного Кортевега–де Фриза и Максвелла–Блоха (кмКдФ и МБ). Кроме того,
эти уравнения могут быть получены восстановлением системы уравнений Хироты–Максвелла–
Блоха (ХМБ). Редукциями этого уравнения являются нелинейное уравнение Шредингера,
нелинейное уравнение Шредингера–Маквелла-Блоха и уравнение Кортевега–де Фриза–
Максвелла–Блоха. Эти уравнения изучены разными авторами. Представлены пары Лакса
этих уравнений. Используя пары Лакса, построены преобразования Дарбу, а именно
однократные преобразования. Солитонные решения получаются из разных «seed», используя
эти преобразования Дарбу. Используя преобразования Дарбу получены однокртатное,
двухкратные и N–кратные представления детерминанта. А также построены солитонные
решения. В настоящей работе получены законы сохранения для (2+1)–мерных уравнений
комплексно модифицированного Кортевега–де Фриза и Максвелла–Блоха через представление
Лакса.

Ключевые слова: Законы сохранения для (2+1)–мерных уравнений комплексно
модифицированного Кортевега–де Фриза и Максвелла–Блоха.

Введение. Теория нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных
(ДУЧП) привлекла большое внимание среди исследователей и фундаментально связана с
несколькими основными разработками в области теории солитонов.

Известно, что нелинейные уравнения, такие как уравнение Кортевега–де Фриза (КдФ),
уравнение модифицированного Кортевега–де Фриза (мКдФ) и нелинейное уравнение
Шредингера являются наиболее типичными и хорошо изученными интегрируемыми
эволюционными уравнениями, описывающими нелинейные волновые явления для целого
ряда дисперсных физических систем. Одним из обобщений уравнения мКдФ является
уравнение комплексно мКдФ (кмКдФ), которое является одним из хорошо известных и
вполне интегрируемых уравнений в теории солитонов. Оно обладает всеми основными
характеристиками интегрируемых моделей. С физической точки зрения уравнение кмКдФ
выведено, например, для фундаментальной эволюции нелинейной решетки, гидродинамики,
физики плазмы, ультра-коротких импульсов в нелинейной оптике, нелинейной линии передачи
и так далее [1-2].

В настоящее время уравнение кмКдФ используется в паре с системой уравнений Максвелла–
Блоха, и поэтому они называются уравнениями комплексно модифицированного Кортевега–де
Фриза и Максвелла–Блоха (кмКдФ и МБ). Кроме того, эти уравнения могут быть получены
восстановлением системы уравнений Хироты–Максвелла–Блоха (ХМБ). Редукциями этого
уравнения являются нелинейное уравнение Шредингера, нелинейное уравнение Шредингера–
Маквелла-Блоха и уравнение Кортевега–де Фриза–Максвелла–Блоха. Эти уравнения изучены
в работах [3-5], используя преобразования Дарбу получены однокртатное, двухкратные и N–
кратные представления детерминанта, а также построены солитонные решения.
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(2+1)–мерные уравнения комплексно модифицированного КдФ и Максвелла–
Блоха. В этой работе наша цель состоит в нахождении законов сохранения для (2+1)–мерных
уравнений комплексно модифицированного КдФ и Максвелла–Блоха через представление
Лакса.(2+1)–мерная система уравнений Хироты–Максвелла–Блоха имеет вид [3]

iqt + ε1qxy + iε2qxxy − vq + i(wq)x − 2ip = 0,

vx + 2ε1δ(|q|2)y − 2iε2δ(q
∗
xyq − q∗qxy) = 0,

wx − 2ε2δ(|q|2)y = 0,

px − 2iωp− 2ηq = 0,

ηx + δ(q∗p+ p∗q) = 0,

где q, p –комплексные функции, v, w, η –действительные функции, ε1, ε2, δ, ω –
действительные постоянные. Символ ∗ обозначает комплексное сопряжение. Эта система
уравнений допускает несколько интегрируемых редукции. Одна из них, получается когда ε1 =
ε2 − 1 = 0 . Вэтом случае получаем (2+1)–мерные уравнения комплексно модифицированного
Кортевега–де Фриза и Максвелла–Блоха [4]:

iqt + iε2qxxy − vq + i(wq)x − 2ip = 0, (1)

vx − 2iε2δ(q
∗
xyq − q∗qxy) = 0, (2)

wx − 2ε2δ(|q|2)y = 0, (3)

px − 2iωp− 2ηq = 0, (4)

ηx + δ(q∗p+ p∗q) = 0. (5)

где q, p –комплексные функции, ν, w, η –действительные функции, ω, δ –действительные
постоянные, через ” ∗ ” обозначим комплексное сопряжение.

Представление Лакса. (2+1)–мерные уравнения комплексно модифицированного КдФ и
Максвелла–Блоха могут быть интегрированы с помощью метода обратной задачи рассеяния.
Уравнения представляют собой условие совместности двух линейных дифференциальных
уравнений:

Ψx = AΨ, (6)

Ψt = 4λ2Ψy +BΨ, (7)

Здесь Ψ = (ψ1, ψ2)T –двухкомпонентный вектор-столбец, зависящий от x , y , t и некоторого
произвольного комплексного числа λ , получившего название "спектральный параметр", A и
B – матрицы размера 2× 2 :

A = −iλσ3 +A0,

B = λB1 +B0 +
i

λ+ ω
B−1,

где
B1 = iwσ3 + 2iσ3A0y,

A0 =

(
0 q
−r 0

)
,

B0 = − i
2
νσ3 +

(
0 −qxy − wq

rxy + wr 0

)
,

B−1 =

(
η −p
−κ −η

)
и r = δq∗, κ = δp∗ , а так же δ = ±1.

Выполнение условия совместности для вспомогательной линейной задачи

At − 4λ2Ay −Bx + [A,B] = 0 (8)

эквивалентно выполнению системы уравнения (1)–(5). Запись системы уравнения (1)–(5) в
виде (8) принято называть представлением нулевой кривизны.
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Законы сохранения. Cистема уравнений (1)–(5) интегрируется методом обратной задачи
рассеяния (МОЗР). Одной из наиболее важных удач на ранней стадии развития МОЗР
было открытие бесконечного набора локальных законов сохранения уравнения КдФ (Миура,
Гарднер, Краскал (1968)). Это открытие с анологичными результатами для мКдФ привело
к преобразованию Миуры, связывающему решения этих двух уравнений, и в конце концов,
к задаче рассеяния для оператора Шредингера [5]. Также были предложены несколько
способов вывода законов сохранения, например, через представление Лакса [6], преобразование
Бэклунда [6], формальные решения собственных функций [7,8], задачу рассеяния [6,7] и квази-
дифференциального оператора, основанного на теории Сато [9].

Далее мы покажем, существование бесконечного набора сохраняющихся величин для (2+1)–
мерных уравнений кмКдФ и МБ. Для этого найдем законы сохранения для системы (1)–(5). Из
Γ = ψ1/ψ2 и w̄ = iq [10] уравнение типа Риккати может быть получено через представление
Лакса (6):

w̄x −
qx
q
w̄ + i|q|2 − 2iλw̄ − iw̄2 = 0. (9)

Перепишем w̄ в виде степенного ряда по отношению к 1/λ,

w̄ =
∞∑
n=1

w̄n
λn
. (10)

Подставляя ряд (10) в уравнение Риккати (9) и приравнивая выражения при одинаковых
степенях λ , получим формулу рекурсии:

w̄1 =
1

2
|q|2,

w̄n+1 = − iqt
2q
w̄n

i

2
(w̄nt +

m∑
j=1

w̄jw̄n−j),

w̄0 = 0, n = 1, 2, .... (11)

Из уравнения (11) находим, что

w̄2 = − i
4
qq∗x,

w̄3 = −1

8
(|q|4 + qq∗xx).

Приведенные выше выражения подставляя в условие совместимости (ψ1t/ψ1)x = (ψ1x/ψ1)t ,
получим бесконечное количество законов сохранения для системы (1)–(5):

∂ρi
∂t

=
∂Ji
∂x

, i = 1, 2, 3, ....

В соответствии с [10], ρi и Ji (i = 1, 2, 3, ...) являются сохраняющейся плотностью и потоком,
соответственно. Первые три закона сохранения, которые описывают энергию, импульс и
гамильтониан, имеют следующий вид:

ρ1 = − i
2
|q|2, (12)

ρ2 = − i
2
ω|q|2 − 1

4
qq∗x, (13)

ρ3 = − i
8
|q|4 − 1

4
ωqq∗x −

i

8
qq∗xx, (14)

При выводе (12)–(14) мы не использовали (7), поэтому эти выражения совпадают для любых
уравнений разрешимых посредством (6).

J1 = 8iω3η − 4ω2pq∗ + 2iωpq∗x − pq∗|q|2 − pq∗xx,
J2 = 4iω2qxyq

∗ − 4ω2qyq
∗
x + 4iω2w|q|2 + 4ω2pq∗x − 2iωpq∗x + pq∗|q|2 + pq∗xx,

J3 = 2iω2pq∗x − 2iω3qyq
∗|q|2 − 2iω3qyq

∗
xx + 2ω3qxyq

∗
x − 2ω3wqq∗x − ωpq∗|q|2 − pq∗xx.
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Заключение. В данной работе впервые были найдены законы сохранения для (2+1)–
мерных уравнений комплексно модифицированного Кортевега–де Фриза и Максвелла–Блоха,
играющие важную роль в создании полной интегрируемости дифференциальных уравнений в
частных производных. Отметим, что сохраняющиеся плотности совпадают для всех уравнений
вида (9), но соответствующие потоки зависят от рассматриваемого представления Лакса.
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(2+1)–комплекстi модификациялан Кортевег–де Фриз және Максвелл–Блох теңдеулерiнiң сақталу
заңдары

Аннотация: Қазiргi уақытта кмКдФ теңдеуi Максвелл–Блох теңдеумен бiрге пайдаланылады және теңдеу –
сондықтан комплекiстi модифицировалық Кортевег-де Фриз және Максвелл–Блох теңдеулерi деп аталады. Сонымен
қатар, осы теңдеулер жүйесiн Хирота–Максвелл–Блох теңдеуiнен дербес жағдайы реттiнде алуға болады. Ал берiлген
теңдеуден түрлендiру арқылы сызықты емес Шредингер теңдеуiн, сызықты емес Шредингер–Максвелл–Блох теңдеулерiн
қорытуға болады. Бұл теңдеулер түрлерiн әртүрлi авторлар зерттеген. Осы теңдеулердiң Лакс жұбы құрылған. Лакс
жұбы арқылы Дарбу түрлендiруi пайдаланып, бiрреттi, екiреттi және N-реттi анықтауыш көрнiсi құрылды. Бұл жұмыста
(2+1)–өлшемдi комплекстi модификациялан Кортевег де Фриз және Максвелл–Блох теңдеулерi үшiн Лакс жұбын қолдана
отырып сақталу заңдарын алдық.

Түйiн сөздер: комплекстi модификацияланған КдФ және Максвелл теңдеуi, Лакс көрiнiсi, интегралдану, сақталу
заңдары.
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Conservation laws of the (2+1)-dimensional complex modified Korteweg-de Vries and Maxwell-Bloch
equations

Abstract: At present, the kmKdF equation is used in conjunction with the Maxwell-Bloch equations, and therefore they are
collectively called the equations of the complexly modified Korteweg-de Vries and Maxwell–Bloch (kmKdF and MB). In addition,
these equations can be obtained by reconstructing the Hirota–Maxwell–Bloch (HMB) system of equations. The reductions of
this equation are the nonlinear Schrodinger equation, the nonlinear Schrodinger-Mcwell-Bloch equation, and the Korteweg-de
Vries–Maxwell-Bloch equation. These equations have been studied by different authors. The Lax pairs of these equations are
presented. Using Lax pairs, Darboux transformations are constructed, namely, single transformations. Soliton solutions are
obtained from different "seed" solutions using these Darboux transformations. Using the Darboux transformations one–fold,
two–fold and N–fold the determinant representations of Darboux transformations are obtained. And also soliton solutions are
built.

In this paper, we obtain the conservation laws of the (2+1)-dimensional complex modified Korteweg-de Vries and Maxwell-
Bloch equations through the Lax pair.

Keywords: the complex-modified KdV and Maxwell-Bloch equations, Lax representation, Integrability, Conservation Laws.
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