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Адекватность динамической модели деления возбуждённых атомных ядер 
 

Аннотация. В работе представлена модель деления возбужденных атомных ядер. 

Основой модели является стохастическое дифференциальное уравнение 

Ланжевена. Амплитуда ланжевеновского источника характеризуется белым шумом. 

Адекватность моделирования тестируется двумя способами: сравнением 

аналитического решения уравнения Ланжевена с численным в режиме 

гармонического осциллятора и сравнением результатов численного моделирования 

с результатами, полученными другими авторами. Показано, что в обоих случаях 

результаты динамического моделирования обеспечивают достаточную точность. 
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Введение 

 

Впервые динамическое моделирование процесса деления удалось реализо-вать в 1986 году 

Я. Абе с сотрудниками [1]. Адекватность построенной ими модели была доказана посредством 

сравнения результата численного моде-лирования с известным аналитическим решением [2,3]. 

Для описания динами-ки деления использовались стохастические уравнения Ланжевена (УЛ), 

кото-рые с физической точки зрения эквивалентны уравнению Фоккера-Планка. Численное 

решение УЛ осуществлялось методом Эйлера [4]. Путём числен-ного решения УЛ была построена 

временная зависимость скорости деления. Оказалось, что эта скорость на начальной стадии 

нелинейно возрастала от нуля до квазистационарного значения. Более того, динамическая 

квазистаци-онарная скорость деления (КССД) неплохо согласовалась с аналитической 

крамерсовой скоростью деления [5]. Таким образом, построенная динамиче-ская модель хорошо 

отражала диссипативную динамику деления ядра. По-добные модели распространены для случая 

одной [6-21], двух [22-26] и трёх [27-31] степеней свободы. В настоящей работе проводятся более 

весомые ар-гументы в пользу адекватности динамического моделирования. 

 

Описание динамической модели 

 

Мы моделируем процесс деления ядра, как блуждание воображаемой броуновской 

частицы БЧ в пространстве коллективных переменных p  и q . В роли коллективной координаты 

q  выступает расстояние между центрами масс будущих осколков, выраженное в единицах 

диаметра 0D  сферического ядра. В начальный момент времени 0 0t =  все ядра находятся в одной 

точке фазового пространства: 
0 0.375qsq q= = , 0 0p = . Такие начальные условия соответствуют 

экспериментальной ситуации, описанной в работе [32]. Движение БЧ описывается полными 

уравнениями Ланжевена. 

( ) ( )
1

1'

0 0

C
p V q td

q pdt m

 
−

− −      
=  +      

      
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Случайная сила ( )C t  имеет свойства 

( )

( ) ( ) ( )

             0

' 2 '

C

C C p

t

t t D t t



  

=

= −
,    (2) 

где ( )'t t −  – дельта-функция Дирака. В случае 
sd   движение БЧ носит характер 

апериодического затухания. При этом импульс p  релаксирует быстро (за время 
1

p  −= ), тогда 

как для релаксации координаты q  требуется больше времени (
2

q sd  −= ). В таком режиме 

движение БЧ удобно описывать с помощью редуцированного уравнения Ланжевена 

( ) ( )1 ' O

dq
V q t

dt
 −= − + ,     (3) 

где ( )O t  имеет тот же физический смысл, что и ( )C t , и удовлетворяет условиям 

( )

( ) ( ) ( )

             0

' 2 '

O

O O q

t

t t D t t



  

=

= −
.    (4) 

Полные и редуцированные уравнения Ланжевена (1) и (3) в разностной форме можно 

представить соответственно как 

( ) ( )1

1

1

'n n n n n p

n n n

p p V q p w t D

q q p m

  



+

−

+

 = − + + 

= +
,   (5) 

и 

( ) ( )1

1 'n n n n qq q V q w t D  −

+ = − + ,    (6) 

где   – шаг моделирования, ( )nw t  – распределённое по Гауссу случайное число, 

удовлетворяющее условиям 

( )

( ) ( )

      0

2

n

n m nm

w t

w t w t 

=

=
,     (7) 

где nm  – дельта Кронекера. 

Две типичные траектории БЧ, полученные с помощью компьютерного моделирования, 

изображены на рисунке 1. 
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Рисунок 1. Типичные траектории движения БЧ: 1 – траектория не пересекла точку 

разрыва 1.2scq = , следовательно, ядро не поделилось. 2 – траектория пересекла scq , что 

привело к делению. Расчёты выполнены при 6fB =  МэВ, 1) 9.5T =  МэВ, 4 =  зсек-1; 2) 

10.5T =  МэВ, 1 =  зсек-1. Вертикальными линиями показаны координаты седловой точки sdq  

(тонкая линия) и точки разрыва (толстая линия) scq  

 

Траектории типа 1 отвечают равновесным флуктуациям вблизи квазистационарного 

состояния. Однако иногда за счет последовательности однонаправленных флуктуаций возникают 

траектории типа 2, которые приводят к делению. Моделирование каждой траектории длится либо 

фиксированное время Dt , либо до момента деления 
ft , когда траектория пересекает точку разрыва 

scq . Точки 
qsq , sdq , scq  будем называть ключевыми точками потенциала (КЧ). 

Одной из основных количественных характеристик делительного процесса является 

скорость деления (СД). С точки зрения ланжевеновского формализма её можно выразить 

соотношением 

( ) ( )
( )1 fD

fD tot fD

dN t
R t N N t

dt

−

 = −  ,    (8) 

где totN  – полное число траекторий, участвующих в моделировании, ( )fDN t  – число 

траекторий, достигших точки разрыва к моменту времени t . Соотношение (8) можно переписать 

в виде удобном для моделирования как 
1

0

i

fDi fDi b tot fDj

j

R N t N N

−

=

  
=   −  

   
 ,    (9) 

где bt  – ширина временного бина, 
fDiN  – число траекторий, поделившихся в течение i -

го бина. Типичная временная зависимость скорости деления ( )fDR t , полученная путём 

численного моделирования, изображена на рисунке 2. 
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Рисунок 2. Временная зависимость скорости деления ( )fDR t  (тонкая линия с 

открытыми круглыми символами). Динамическая квазистационарная скорость деления DqsR  

показана толстой линией. Моделирование выполнено при 6fB =  МэВ, 0.375qsq = , 0.9sdq = , 

1.2scq = , 100m = МэВ·зсек2, 3T =  МэВ, 15 =  зсек-1, 
52 10totN =  , 0.5 =  зсек, 4bt =  зсек. 

 

На рисунке 2 отчётливо видна релаксация временной зависимости скорости деления к 

квазистационарному значению 
DqsR . Выход ( )fDR t  на плато является одним из аргументов в 

пользу того, что построенная нами динамическая модель адекватна. 

Входными параметрами модели являются: начальные значения обобщённых импульса 0p  

и координаты 0q , A  – массовое число делящегося ядра, a  – параметр плотности одночастичных 

уровней энергии ядра, 
fB  – высота барьера деления, bt  – ширина временного бина, 

*

totE  – 

полная энергия возбуждения ядра, m  – инерционный параметр, totN  – полное число ядер, 

участвующих в моделировании, 
qsq  – координата квазистационарного состояния, sdq  – 

координата седловой точки, scq  – координата точки разрыва, T  – температура ядра, Dt  – время 

динамического моделирования, Z  – зарядовое число делящегося ядра,   – коэффициент 

затухания. 

В модели предусмотрены следующие опции: использование полных или редуцированных 

уравнений Ланжевена, использование канонического или микроканонического ансамбля, 

возможность проводить моделирование с шестью различными потенциалами, расчёт 

крамерсовой скорости деления [5] в широком диапазоне коэффициента затухания. 

 

Адекватность динамической модели 

 

Гармонический осциллятор. Первый способ оценки адекватности по-строенной модели, 

основан на аналитическом решении уравнений Ланжевена для гармонического осциллятора 

(АРГО). Аналитический метод решения этих уравнений подробно представлен в работах [2,3]. В 

связи с этим мы не будем заново излагать ход аналитического решения УЛ, а остановимся только 

на интересующих нас результатах. 



Н.Е. Актаев 

 

ВЕСТНИК ЕНУ имени Л.Н. Гумилева. Серия Физика. Астрономия                                                                           № 4(141)/2022                 17 

BULLETIN of L.N. Gumilyov ENU. Physics. Astronomy Series 

Поместим ансамбль броуновских частиц в потенциал, имеющий вид 

( ) ( )
2

/ 2HO

HOV q m q= .     (10) 

где 
HO  – абсолютное значение «частоты» гармонического осциллятора. В таком 

потенциале БЧ в результате действия на них ланжевеновского источника будут двигаться 

случайным образом. Плотность вероятности в этом случае запишется в виде двумерного 

распределения Гаусса 

( )

( ) 

1
2

2 2
1

2

2 2

, , 2 1

2
                   exp 2 1

p q

p q p q

p q t

p q p q

   




   

−

−

   = − 
 

     
 − − + −   

   

, (11) 

где p p p = − , q q q = − , 
2

p  и 
2

q  – соответствующие дисперсии импульса и 

координаты БЧ,   – коэффициент корреляции этих величин. 

Точное аналитическое решение уравнений Ланжевена позволяет найти выражения для 

средних значений p  и q  

( )

( )1 2 1

0 0

exp / 2

            v cos 0.5 sin sinHO HO HO HO HO HO

p m t

t t q t



     − −

= − 

  − −
 

, (12) 

( )

( )1 1

0 0

exp / 2

           sin 2 cos / 2 v sinHO HO HO HO HO HO

q t

q t t t



      − −

= − 

  + +
 

, (13) 

где ( )
1/ 2

2 2 / 4HO HO  = − . 

Дисперсии величин p  и q  имеют вид 

( )
2 2

2 2 2

2

2 2
exp cos2 sin 2

2 2

p HO HO
p HO HO HO

HO

D
t t t

  
    

  

  
= − + − +  

  
, (14) 

( )
2

2

2 2 2 2

2 2
exp cos2 sin 2

2 2

HO HO
q HO HO

HO HO HO HO

T
t t t

m

   
   

    

  
= − − − +  

  
,

 (15) 

Коэффициент корреляции p  и q  запишется как 

( )
1

cov ,p q A p q  
−

 =   ,    (16) 

где 

( ) ( )
2

1cov , sin expA HO HOp q T t t   − = −  .   (17) 

Итак, мы имеем выражения, описывающие временную эволюцию величин p , q , 
2

p , 

2

q  и  . С другой стороны, значения этих же величин во времени можно получить, выполняя 

численное моделирование. Если модель построена корректно, то следует ожидать согласие АРГО 

и результатов численного моделирования (РЧМ). 

Выполним моделирование, выбирая следующие параметры: 100m =  МэВ·зсек2, 2HO =  
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зсек-1, 2 =  зсек-1, 1.5T =  МэВ, 
410totN = , 7 =  асек-1. Начальные условия определим, как 

( )0 0p = , ( )0 0q = , ( )
2

0
0

p
 = , ( )

2

0
0

q
 = . Сравнение АРГО и РЧМ представлено на рисунках 3, 

4. 

На рисунках 3 (а, б, в, г) и 4 (а) сплошной линией показано АРГО. Видно, что значения для 

пяти наблюдаемых ( p , q , 
2

p , 
2

q , 
2 ), полученные в результате численного моделирования, 

в пределах статистических погрешностей не отличаются от АРГО. 

 
Рисунок 3. Анализ адекватности модели. (а) Среднее значение импульса p , (б) его 

дисперсия 2

p . (в) Среднее значение координаты q , (г) её дисперсия 2

q . АРГО (сплошная 

линия, РЧМ (круглые символы) 

 

На рисунке 4 (б) показаны временные эволюции средних значений энергий БЧ: 

кинетической 
2 / 2Á×U p m=  и потенциальной 

2 2 / 2Á× HOV m q= . 

 
Рисунок 4. Анализ адекватности модели. (а) Квадрат коэффициента корреляции 

2 : 
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АРГО (сплошная линия), РЧМ (круглые символы). (б) Средние значения кинетической 
Á×U  

(полузакрытые символы) и потенциальной 
Á×V  (открытые символы) энергий БЧ. 

Статистические погрешности на панели (б) не выходят за границы символов 

 

Спустя некоторое время релаксации 2UV   зсек эти средние значения энергий 

становятся равны между собой, что соответствует теореме о вириале [33]. 

Более того, на рисунке 4 (б) наблюдается соответствие теореме о равнораспределении 

энергии по степеням свободы: в состоянии равновесия средняя кинетическая энергия теплового 

движения, приходящаяся на каждую степень свободы (в простейшем случае – на каждую из 

декартовых координат), равна / 2T . В нашем случае / 2 0.75T =  МэВ и 0.75Á× Á×U V=   

МэВ. 

 

Сравнение с предшественниками. Второй способ оценки адекватности построенной ДМ 

заключается в сравнении с результатами работы [34]. Авторы этой работы (предшественники) 

решали задачу идентичную нашей: вы-ход БЧ из потенциальной ямы. Динамика движения БЧ 

описывалась с помощью уравнения Смолуховского (УС) 

( )
( )

( )2

1

2

, ,
, q

q t q tdV
q t D

t q dq q

 
 −  

= + 
   

.  (18) 

В качестве потенциала V  использовался бистабильный потенциал Бринкмана (BP) [35-43], 

который выражается соотношением 

( ) ( )
2

2 1BP

fV q B q= − .    (19) 

Деформационная зависимость BP изображена на рисунке 5. 

 
Рисунок 5. Деформационная зависимость BP 

 

Поток вероятности частиц через барьер 
fB  выражался, как 
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( ) ( )
( )1 ,

, , q

q tdV
J q t q t D

dq q


 − 

= −


    (20) 

Начальные условия соответствовали ( ) ( ),0 | qs qsq q q q = − . 

Для нахождения решения ( )0, |q t q  авторы [29] воспользовались методом, описанным в 

[32]. Согласно этому методу, необходимо выполнить замену 

( ) ( ), exp / 2q t q t V T  =  − −  .   (21) 

где ( )q  – волновая функция. Тогда 

( )
( )

,
exp

2

q t V
q t

t T


 

  
= −  − −   

.   (22) 

( ) ( )
( )

22 2

2 2

exp / 2, '
'' 2 '

2 2

t V Tq t V d d
V V q

q T T dq dq

    − −   = − − + + +  
   

. (23) 

Подставляя (22), (23) в (18), имеем 

( )
( )

( )
22

2 2

'''
0

2 4

Vd V
q q

dq T T T

 
 + − +  = 

  

.   (24) 

Это уравнение представляет собой уравнение для ( )q , с собственными значениями n  

и собственными функциями ( )n q . При 0 0 = , ( ) ( )0 exp / 2q V q T = −    и 0n   при 

0n  . Собственные функции нормализованы как 

( ) ( )n m nmq q dq   = .     (25) 

Тогда условие нормировки для ( ) ( ) ( )exp / 2n nq V q T q = −     запишется 

( ) ( ) ( )exp /n m nmq q V q T dq  =   .    (26) 

Плотность вероятности ( )0, |q t q  можно представить в виде 

( ) ( ) ( )0

0

, | expn n n

n

q t q q t  


=

=  − .    (27) 

Коэффициент n  определяется из начальных условий, как 

( ) ( )0 0exp /n n q V q T   =   .    (28) 

В разложении суммы в (27) авторы [82] решили ограничиться двумя слагаемыми. 

Аргументация такого ограничения заключалась в том, что при 
1 6fT B−   имеем 

3

1 3 10 −  . 

Следовательно, остальные слагаемые в (27) практически не будут вносить вклад в ( )0, |q t q . 

Поэтому решение (18) представлялось в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0 0 0 1 1 0 1, expq t q q q q t     −= + − .   (29) 

Таким образом, исходя из уравнения непрерывности, поток вероятности 

( ) ( )
0

0, ,
d

J t q t dq
dt


−

= −   запишется, как 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1

1 1 1 0 0 0 10, expJ t t q q q dq    −

−

= −  .   (30) 

Для оценки интеграла в выражении (30) были выполнены некие приближения, которые нас 

мало интересуют. В результате этих приближений, квзистационарный поток вероятности через 

барьер 

1qsJ =  ,      (31) 

где 0.5  . 

Значение для 
qsJ  получено в результате аналитического решения УС. Это уравнение с 

физической точки зрения эквивалентно РУЛ, которое мы использовали при моделировании. В 

результате моделирования нами была получена квазистационарная скорость деления 
DqsR , 

которая является аналогом 
qsJ . Также были получены IR , OR  соответствующие IJ , OJ . Таким 

образом, мы можем сравнить наши результаты, полученные с помощью численного 

моделирования, с результатами [29], полученными с помощью аналитического решения УС. 

Совпадение наших результатов с результатами предшественников, при одинаковых входных 

параметрах, послужит дополнительным аргументом в пользу адекватности нашей модели. 

Сравнение результатов представлено на рисунке 6. Закрытыми символами показаны 

результаты предшественников, а открытыми – наши результаты. Следует отметить, что на панели 

(а) представлены отношения скоростей либо потоков, а именно: /qs IJ J , /Dqs IR R  соответственно 

закрытые и открытые треугольники; /qs OJ J , /Dqs OR R  – открытые и закрытые круглые символы. 

На панели (б) показана, относительная разница  , которая определяется, как / 1O IR R −  либо 

/ 1O IJ J − . 
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Рисунок 6. Сравнение наших результатов (открытые символы) с предшественниками 

[29] (закрытые символы). а) /qs IJ J , /Dqs IR R  (треугольники). б)   (круглые символы). 

Динамическое моделирование выполнено для BP при 15 =  зсек-1, 100m =  МэВ·зсек2. 

Параметры totN , T , Dt ,   варьировались. На обеих панелях статистические погрешности не 

превосходят размеров символов 

 

Из рисунка видно, что согласие наших расчётов с результатами предшественников 

наблюдается на всём рассматриваемом диапазоне 
1

fT B−
. Это согласие является ещё одним 

аргументом в пользу адекватности построенной динамической модели. 

 

Заключение 

 

Описана динамическая модель деления возбуждённых атомных ядер. При этом процесс 

деления ядра представлялся, как блуждание воображаемой броуновской частицы в пространстве 

коллективных переменных p  и q . В качестве динамических уравнение использованы 

стохастические уравнения Ланжевена. Приведены аргументы в пользу адекватности модели. 

Одним из аргументов является статистическое согласие численного и аналитического решений 

полных уравнений Ланжевена. Вторым аргументом выступает согласие результатов, полученных с 

помощью динамического моделирования, с результатами, полученными при аналитическом 

решении уравнений Смолуховского. 
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Қозған атом ядроларының динамикалық бөліну моделінің сәйкестігі 

 

Аңдатпа. Жұмыста қозған атом ядроларының бөліну моделі келтірілген. Модельдің негізі-

лангевиннің стохастикалық дифференциалдық теңдеуі. Лангевин көзінің амплитудасы ақ 

шуылмен сипатталады. Модельдеудің жеткіліктілігі екі жолмен тексеріледі: лангевин теңдеуінің 

аналитикалық шешімін гармони-калық осциллятор режиміндегі санмен салыстыру және сандық 

модельдеу нәтижелерін басқа авторлар алған нәтижелермен салыстыру. Екі жағдайда да 

динамикалық модельдеу нәтижелері жеткілікті дәлдікті қамтамасыз ететіні көрсетілген. 

Түйін сөздер: атом ядросы, Лангевин теңдеулері, Эйлер әдісі, Фоккер-Планк теңдеуі, ядро-

ның бөлінуі. 

 

N. Aktaev 

Tyumen State University, Tyumen, Russia 

 

Adequacy of the dynamic model of fission of excited atomic nuclei 

 

Abstract. The paper presents a model of fission of excited atomic nuclei. The model is based on 

the stochastic Langevin differential equation. The amplitude of the Langevin source is characterized by 

white noise. The adequacy of modeling is tested in two ways: by comparing the analytical solution of the 

Langevin equation with the numerical one in the harmonic oscillator mode and by comparing the results 

of numerical modeling with the results obtained by other authors. It is shown that in both cases the results 

of dynamic modeling provide sufficient accuracy. 

Keywords: atomic nucleus, Langevin equations, Euler method, Fokker-Planck equation, nuclear 

fission. 
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