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МРНТИ 29.05.03

Н.С. Серикбаев 1 , Г.Н. Нугманова 2 , Р. Мырзакулов 3

Евразийский национальный университет имени Л.Н.Гумилева, Нур-Султан, Казахстан.
(E-mail: 1 ns.serikbayev@gmail.com, 2 nugmanovagn@gmail.com, 3 rmyrzakulov@gmail.com)

О двухкомпонентном обобщении (2+1)-мерного уравнения Дэви-Cтюартсона I

Аннотация: Калибровочно-геометрическим эквивалентом знаменитого спинового
уравнения Ишимори является (2+1)-мерное уравнение Дэви-Стюартсона, которое в свою
очередь является одним из (2+1)-мерных обобщений нелинейного уравнения Шредингера.
Многокомпонентное обобщение нелинейных интегрируемых уравнений привлекают
значительный интерес как с физической, так и с математической точки зрения. В данной
работе, исходя из однокомпонентного (2+1)-мерного уравнения Дэви-Стьюртсона I, получено
его двухкомпонентное интегрируемое обобщение и соответствующее представление Лакса.

Ключевые слова: интегрируемые системы, представление Лакса, уравнение Дэви-
Стюартсона.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-6836-2019-129-4-73-79

Введение. Известно, что класс интегрируемых нелинейных уравнений типа Шредингера
(НУШ) является ключевой моделью в теории интегрируемых уравнений. В последнее
время активно исследуются их многокомпонентные обобщения. В работе [1] показано, что
двухкоментная система Манакова интегрируема. Геометрическая связь с последней системой
и двухслойной спиновой моделью установлена в работах [2]–[4]. Калибровочно-геометрически
эвивалент спинового уравнения Ишимори [5] есть (2+1)-мерное уравнение Дэви-Стюартсона
(ДС), которое является одним из (2+1)-мерных обобщений НУШ [6].

Рассмотрим (2+1)-мерное уравнение ДС

iqt +
1

2
(σ2qxx + qyy) = (v − qr)q, (1a)

−irt +
1

2
(σ2rxx + ryy) = (v − qr)r, (1b)

vxx − σ2vyy = 2(qr)xx, (1c)

где r = ±q∗ , q∗ является комплексным сопряжением q . При σ2 = 1 система уравнений (1)
называется уравнением Дэви-Стюартсона I типа (ДСI), а при σ2 = −1 - уравнением Дэви-
Стюартсона II типа (ДСII) [7]. Далее мы сосредоточимся на (2+1)-мерное уравнении ДСI,
и в следующем пункте приведем некоторые известные данные об однокомпонентном (2+1)-
мерном уравнений ДСI. Наша цель – вывести двухкомпонентное обобщение для уравнения
ДСI. Результат исследования формируется в виде утверждения и сторого доказывается во
втором пункте.

1. Однокомпонентное (2+1)-мерное уравнение ДСI

Стандартное представление Лакса уравнения ДСI имеет вид [8]

Fy = σ3Fx +QF, (2a)
Ft = A2Fxx +A1Fx +A0F, (2b)

где

σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, Q =

(
0 q
−r 0

)
,

A0 = i

(
c11 c12
c21 c22

)
, A1 = 2i

(
0 q
−q 0

)
, A2 = 2iσ3.
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Элементы матрицы A0 удовлетворяют следующим условиям:

c12 =
1

2
(∂x + ∂y)q,

c21 = −1

2
(∂x − ∂y)r,

(∂x − ∂y)c11 = −1

2
(∂x + ∂y)(qr),

(∂x + ∂y)c22 =
1

2
(∂x − ∂y)(qr),

здесь ∂x ≡ ∂/∂x , ∂y ≡ ∂/∂y , а поле v в системе уравнений ДС (1) определяется как

v = −i(c22 − c11) + qr.

Из условия совместности уравнения (2a) и (2b) Fyt = Fty вытекает следующий ряд уравнений:

[σ3, A2] = 0, (3a)
σ3A2x −A2y + [σ3, A1] + [Q,A2] = 0, (3b)

σ3A1x −A1y + [σ3, A0] + [Q,A1]− 2A2Qx = 0, (3c)
σ3A0x −A0y +Qt + [Q,A0]−A2Qxx −A1Qx = 0. (3d)

Из системы уравнений (3a)–(3d) не сложно получить однокомпонентное (2+1)-мерное
уравнение ДСI [8].

2. Двухкомпонентное (2+1)-мерное уравнение ДСI

Теорема 1. Если матрицы Σ , Q и A принадлежать группе SU(3) , то двухкомпонентное
(2+1)-мерное уравнение ДСI имеет следующий вид:

iq1t + q1xx + q1yy − v1q1 − w1q2 = 0, (4a)
iq2t + q2xx + q2yy − w2q1 − v2q2 = 0, (4b)
−ir1t + r1xx + r1yy − v1r1 − w1r2 = 0, (4c)
−ir2t + r2xx + r2yy − w2r1 − v2r2 = 0, (4d)

v1xx − v1yy = (2r1q1 + r2q2)xx + 2(r2q2)xy + (2r1q1 + r2q2)yy, (4e)
v2xx − v2yy = (r1q1 + 2r2q2)xx + 2(r1q1)xy + (r1q1 + 2r2q2)yy, (4f)

w1xx − w1yy = (q1r2)xx − 2(q1r2)xy + (q1r2)yy, (4g)
w2xx − w2yy = (q2r1)xx − 2(q2r1)xy + (q2r1)yy, (4h)

где q и r - комплексно-значные функции, а vj и - wj - реальные функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства потребуем, чтобы матрица-столбец F
удовлетворяла представлению Лакса

Fy = ΣFx + PF, (5a)
Ft = B2Fxx +B1Fx +B0F, (5b)

здесь

Σ =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ,

остальные матрицы принадлежат алгебре su(3) :

P =

 0 q1 q2
−r1 0 0
−r2 0 0

 ,
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B0 =

c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

 , B1 =

b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

 , B2 =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 .

Тогда из условии совместности Fyt = Fty системы (5a) и (5b) получаем

[Σ, B2] = 0, (6a)
ΣB2x −B2y + [Σ, B1] + [P,B2] = 0, (6b)

ΣB1x −B1y + [Σ, B0] + [P,B1]− 2B2Px = 0, (6c)
ΣB0x −B0y + Pt + [P,B0]−B2Pxx −B1Px = 0. (6d)

Теперь определим элементы матриц B0 , B1 и B2 . Из уравнения (6a) определяется, что

a12 = a21 = a13 = a31 = 0.

Следовательно, имеем

B2 =

a11 0 0
0 a22 a23
0 a32 a33

 .

Аналогично, из уравнений (6b) и (6c) получим ряд ограничений для элементов матриц B0 ,
B1 и B2 .А именно для элементов aij (i, j = 1, 2, 3) матрицы B2 :

a11x + a11y = 0,

a22x + a22y = 0,

a33x + a33y = 0,

a23x + a23y = 0,

a32x + a32y = 0.

Для элементов bij (i, j = 1, 2, 3) матрицы B1 :

b12 = −1

2
(a2211q1 + a32q2),

b21 =
1

2
(a2211r1 + a23r2),

b13 = −1

2
(a3311q2 + a23q1),

b31 =
1

2
(a3311r2 + a32r1),

b11x − b11y = 0,

b22x + b22y = −1

2
(a23q1r2 − a32q2r1),

b33x + b33y =
1

2
(a23q1r2 − a32q2r1),

b23x + b23y =
1

2
(a3322q2r1 + a23(q1r1 − q2r2)),

b32x + b32y = −1

2
(a3322q1r2 + a32(q1r1 − q2r2)),

где aiijj = aii − ajj (i > j) .
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И для элементов cij (i, j = 1, 2, 3) матрицы B0 имеем

c12 =
1

4
[(3a11 + a22)q1x − a2211q1y + a32q2x − a32q2y + (a22x − a22y − 2b2211)q1 + (a32x − a32y − 2b32)q2],

c21 =
1

4
[(3a11 + a22)r1x − a2211r1y + 3a32r2x − a23r2y + (a11x + a11y + 2b2211)r1 + 2b23r2)],

c13 =
1

4
[a23q1x − a23q1y + (3a11 + a33)q2x − a3311q2y + (a23x − a23y − 2b32)q1 + (a33x − a33y − 2b3311)q2],

c31 =
1

4
[3a32r1x − a32r1y + (a11 + 3a33)r2x − a3311r2y + 2b32r1 + (a11x + a11y + 2b3311)r2].

Из уравнения (6d) получим следующую систему уравнений:

q1t = a11q1xx + b11q1x − c12x + c12y − c2211q1 − c32q2, (7a)
q2t = a11q2xx + b11q2x − c13x + c13y − c3311q2 − c23q1, (7b)

r1t = a22r1xx + a23r2xx + b22r1x + b23r2x − c21x − c21y + c2211r1 + c23r2, (7c)
r2t = a32r1xx + a33r2xx + b32r1x + b33r2x − c31x − c21y + c3311r2 + c32r1, (7d)

c11x + c21q1 + c31q2 + c12r1 + c13r2 + b12r1x + b13r2x − c11y = 0, (7e)
−c22x − c12r1 − c21q1 − b21q1x − c22y = 0, (7f)
−c23x − c13r1 − c21q2 − b21q2x − c23y = 0, (7g)
−c32x − c12r2 − c31q1 − b31q1x − c32y = 0, (7h)
−c33x − c13r2 − c31q2 − b31q2x − c33y = 0. (7i)

Далее, учитывая полученные выше результаты, уравнение (7a) перепишем в виде

iq1t +
i

4
a2211q1xx +

i

4
a2211q1yy +

i

4
a32q2xx +

i

4
a32q2yy +

i

2
(−a22 − a11)q1xy −

− i
2
a32q2xy +

i

2
(a32x − a32y − b32)q2x +

i

2
(−a32x + a32y + b32)q2y +

+
i

2
(a22x − a22y − b22 − b11)q1x +

i

2
(a22x + a22y + b22 − b11)q1y +

+
i

4
[a22xx − 2a22xy + a22yy − 2(b22x − b22y) + 4c2211]q1 +

+
i

4
[a32xx − 2a32xy + a32y − 2(b32x − b32y) + 4c32]q2 = 0. (8)

Полагая, что коэффициенты при вторых производных от q1 по x и y в уравнении (8) равны
единице: i

4a2211 = 1 , получаем a2211 = a22 − a11 = −4i . Без потери общности берем a11 = 2i
и a22 = −2i .

Аналогично рассмотрим уравнение (7b). Получим, что

iq2t +
i

4
a3311q2xx +

i

4
a3311q2yy +

i

4
a23q1xx +

i

4
a23q1yy +

i

2
(−a33 − a11)q2xy −

− i
2
a23q1xy +

i

2
(a23x − a23y − b32)q1x +

i

2
(−a23x + a23y + b32)q1y +

+
i

2
(a33x − a33y − b33 − b11)q2x +

i

2
(a33x + a33y + b33 − b11)q2y +

+
i

4
[a33xx − 2a33xy + a33yy − 2(b33x − b33y) + 4c3311]q2 +

+
i

4
[a23xx − 2a23xy + a23y − 2(b23x − b23y) + 4c23]q1 = 0. (9)

В случае i
4a3311 = 1 в уравнении (9), можно определить, что a33 = −2i . С учетом выше

полученных выше результатов матрица B2 принимает вид:

B2 =

2i 0 0
0 −2i a23
0 a32 −2i

 = 2iΣ +

0 0 0
0 0 a23
0 a32 0

 .
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В случае a23 = a32 = 0 матрица B2 примет вид

B2 = 2iΣ.

Теперь ревизируем все уравнения, полученные из (6a)–(6d) для элементов bij и cij . Имеем

b12 = 2iq1,

b13 = 2iq2,

b21 = −2ir1,

b31 = −2ir2,

b11x − b11y = 0,

b22x + b22y = 0,

b33x + b33y = 0,

b23x + b23y = 0,

b32x + b32y = 0.

Последние пять уравнений имеют решение

b11 = b22 = b23 = b32 = b33 = 0.

Таким образом, для элементов матрицы B1 получим

B1 =

 0 2iq1 2iq2
−2ir1 0 0
−2ir2 0 0

 = 2iP.

Аналогично определим выражения для элементов cij матрицы B0 в виде

c12 = i(q1x + q1y),

c13 = i(q2x + q2y),

c21 = −i(r1x − r1y),
c31 = −i(r2x − r2y).

Оставщиеся пять элементов, c11 , c22 , c33 , c23 , c32 , удовлетворяют следующим
нетривиальным уравнениям:

c11x − c11y = −i(r1q1 + r2q2)x − i(r1q1 + r2q2)y, (10a)
c22x + c22y = i(r1q1)x − i(r1q1)y, (10b)
c33x + c33y = i(r2q2)x − i(r2q2)y, (10c)
c23x + c23y = i(r1q2)x − i(r1q2)y, (10d)
c32x + c32y = i(r2q1)x − i(q1r2)y. (10e)

Введем обозначения: v1 = −ic2211 , v2 = −ic3311 , w1 = −ic32 и w2 = −ic23 . Подействуя на v1
операторами D+ = ∂x + ∂y и D− = ∂x − ∂y , получим

D−D+(−ic22) = −i(c22xx − c22yy),
D+D−(−ic22) = (r1q1)xx − (r1q1)yx − (r1q1)xy + i(r1q1)yy = (r1q1)xx − 2(r1q1)xy + i(r1q1)yy,

D+D−v1 = (2r1q1 + r2q2)xx + 2(r2q2)xy + (2r1q1 + r2q2)yy.

В итоге имеем

v1xx − v1yy = (2r1q1 + r2q2)xx + 2(r2q2)xy + (2r1q1 + r2q2)yy,

которое в свою очередь является уравнением (4e).
Аналогичным образом, действуя операторами D+ и D− на v2 , w1 и w2 , получаем

следующие уравнения, соответственно:

v2xx − v2yy = (r1q1 + 2r2q2)xx + 2(r1q1)xy + (r1q1 + 2r2q2)yy,

w1xx − w1yy = (q1r2)xx − 2(q1r2)xy + (q1r2)yy,
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w2xx − w2yy = (q2r1)xx − 2(q2r1)xy + (q2r1)yy.

Как мы видим, полученные последние три уравнения оказались теми же уравнениями (4f)-
(4h). Далее, используя выше введенные обозначения (10), напишем для q1t , q2t , r1t и r2t
уравнения в виде

iq1t + q1xx + q1yy − v1q1 − w1q2 = 0,

iq2t + q2xx + q2yy − w2q1 − v2q2 = 0,

−ir1t + r1xx + r1yy − v1r1 − w1r2 = 0,

−ir2t + r2xx + r2yy − w2r1 − v2r2 = 0.

Таким образом мы получили систему уравнений (4), что требовалось доказать.

Заключение. В завершение отметим, что двухкомпонентное обобщение уравнения ДСI (4)
и его представление Лакса (5) получено впервые. Детальное изучение алгебро-геометрических
свойств системы (4) явлется предметом наших дальнейших исследований.
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Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетiнi, Нұр-Сұлтан, Қазақстан
(2+1)-өлшемдi Дэви-Стюартсон I теңдеуiнiң екiкомпоненттi жалпылануы

Аңдатпа Танымал Ишимори спин теңдеуiне калибрлi-геометрикалық балама болып сызықты емес (2+1)-өлшемдi
Дэви-Стюартсон теңдеуi табылады, ол өз кезегiнде жалпыланған (2+1)- өлшемдi Шредингер теңдеуiнiң бiрi. Сызықты
емес интегралданатын теңдеулердiң көп компоненттi жалпылануы физикалық және математикалық көзқарастан үлкен
қызығушылық тудырады. Мақалада бiр компоненттi (2+1)-өлшемдi Дэви-Стюартсон I теңдеуiне негiзделiп, оның екi
компоненттi интегралданатын жалпылама және сәйкес Лакс тұжырымы алынған.

Түйiн сөздер: интегралданатын жүйелер, Лакс көрiнiсi, Дэви-Стюартсон теңдеуi.

N.S. Serikbayev, G.N. Nugmanova, R. Myrzakulov

L.N. Gumilyov Eurasian National University, Nur-Sultan, Kazakhstan

On the Integrable Two-Component (2+1)-dimensional Davey-Stewartson Equation I

Abstract The geometric-gauge equivalent of the famous Ishimori spin equation is the (2+1)-dimensional Davy-Stewartson
equation, which in turn is one of the (2+1)-dimensional generalizations of the nonlinear Schrodinger equation. Multicomponent
generalization of nonlinear integrable equations attract considerable interest from both physical and mathematical points of view.
In this paper, the two-component integrable generalization of the (2+1)-dimensional Davy-Stewartson I equation is obtained
based on its one-component representation, and the corresponding Lax representation is also obtained.

Keywords: Integrable systems, Lax representation, Davey-Stewartson equation.
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