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МРНТИ 29.05.03

А.Б. Мусатаева 1 , Н.А. Мырзакулов 2

Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева, Нур-Султан, Казахстан
(E-mail: 1 a.b.mussatayeva@gmail.com, 2 nmyrzakulov@gmail.com)

Первая и вторая фундаментальные формы поверхности для уравнения
Камасса-Холма 1

Аннотация: Одной из актуальных задач математической физики является исследование
нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных. Исследование в данном
направлении очень важно, так как результаты находят теоретическое и практическое
применение. Существуют различные подходы к решению данных уравнений. Методы
теории солитонов позволяют построить решения нелинейных дифференциальных уравнений
в частных производных. Одним из методов решения указанных выше уравнений является
метод обратной задачи рассеяния. Цель данной работы — определить первую и вторую
фундаментальные формы поверхности, соответствующие солитонному решению нелинейного
уравнения Камасса-Холма. Согласно данному подходу, в (1+1)-мерном случае нелинейные
дифференциальные уравнения в частных производных даются в виде условий нулевой
кривизны и являются условием совместности системы линейных уравнений. Хорошо
известно, что интегрируемые нелинейные уравнения Камасса-Холма играют важную роль
в изучении распространение волн. С помощью известных методов преобразования можно
найти различные солитонные решения уравнения Камасса-Холма. В данной работе с помощью
формулы Сим-Тафеля для нелинейного уравнения Камасса-Холма определены первая и вторая
фундаментальные формы поверхности. Полученный результат может быть использован для
дальнейшего исследования многокомпонентного обобщенного уравнения Камасса-Холма.

Ключевые слова: нелинейное уравнение, условие совместности, пара Лакса, поверхность,
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Холма.
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Введение. Уравнение Камасса–Холма представляет интерес в качестве модели в теории
волн на воде. Кроме того, оно описывает аксиально-симметричные волны в гиперупругом
стержне. Наиболее известным уравнением, описывающим волны на воде, является уравнение
Кортевега–де Фризa, однако оно не описывает явление опрокидывания волн. Кроме
устойчивых солитонных решений, уравнение Камасса-Холма, как и недавно полученное
нелинейное интегрируемое уравнение Дегаспериса–Прочези, обладает гладкими решениями,
в которых за конечное время развивают сингулярности типа опрокидывающихся волн, где
решение остается ограниченным, но наклон становится неограниченным [2]-[5]. Эти уравнения
используются в качестве моделей распространения волн в мелкой воде над плоским дном
[6]-[11]. Физические применения, модификации и типы решений уравнения Камасса-Холма
рассмотрены во многих работах [12]-[15]. Солитонные уравнения представляют собой важные
интегрируемые модели во многих областях физики – гидродинамике, физике твердого тела,
физике плазмы и т.д.
Некоторые нелинейные дифференциальные уравнения в частных производных являются
интегрируемыми, допускают физически интересные точные решения, более того, эти
интегрируемые уравнения разрешимы методом обратной задачи рассеяния. Исследование
интегрируемых уравнений в (1+1)-, (2+1)-измерениях являются актуальными с точки зрения
математической физики. Интегрируемые уравнения допускают различные виды решений:
односолитонное решение, решение доменной стенки, вихревое решение и т.д. Более того,
решения интегрируемых уравнений имеют геометрические характеристики. Для исследования

1Работа выполнена в рамках финансовой поддержки научно-технической программы (Ф.0811,
№0118РК00935).
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геометрических свойств решений применяется теория дифференциальной геометрии кривых и
поверхностей [15]-[20].

Уравнение Камасса-Холма

В 1993 году Камасс и Холм вывели интегрируемое обобщение нелинейного уравнения,
позднее ставшее известным как уравнение Камасса-Холма [2]:{

qt + 2uxq + uqx = 0

q = u− uxx
(1)

Уравнение (1) называется волновым уравнением Камасса-Холма в мелкой воде. Здесь u
– скорость жидкости в направлении x, а постоянная k связана с критической скоростью
волны на мелкой воде. Это уравнение впервые появилось в работе Б.Фуксштайнера
и А.С.Фокаса по теории наследственных симметрий солитонных уравнений. Благодаря
своему содержательному физическому смыслу, а также таким особым свойствам, как
возможность применения метода обратного рассеяния, существование пары Лакса [2],
бигамильтоновой структуры [3], солитонного и пиконного решений [4], уравнение Камасса-
Холма привлекло большое внимание. Уравнение Камасса-Холма является бигамильтоновой
системой и допускает интересные гладкие и остроконечные решения бегущих волн. Возникает
как модельное уравнение в исследовании двумерных волн на воде, распространяющихся
по плоскому слою. Было также найдено, что уравнение Камасса-Холма моделирует
распространение нелинейных волн в цилиндрические гиперэластичные стержни, где u(x, t)
интерпретируется как радиальное растяжение стержня относительно невозмущенного
состояния. Одна замечательная особенность уравнения Камасса-Холма представляет собой
его пиковые решения, которые являются решениями вида [6]:

u(x, t) = ce(−|x−ct|).

Физический смысл уравнения Камасса-Холма представляет большой интерес, поскольку
позволяет описывать решения, отображающие как пик, так и разрыв волны. Решения с
разрушением волн остаются ограниченными, но их градиент становится неограниченным за
конечное время. В дополнение к его универсальности в моделировании различных физических
явлений уравнение Камасса-Холма воплощает богатую математическую структуру. Уравнение
Камасса-Холма описывает взаимодействие длинной волны с коротким волновым пакетом,
распространяющихся в плоскости (x, y) , под некоторым углом друг к другу. В последнее
время уравнение Камасса-Холма вызывает значительный интерес, как пример интегрируемой
системы, имеющий общие волновые решения [7].

Первая фундаментальная форма поверхности для уравнения Камасса-Холма

Согласно уравнению Камасса-Холма приведем первую фундаментальную форму
поверхности. Уравнение (1) является полностью интегрируемым и допускает пару Лакса [8]

U =

(
−1

2 λ
λq 1

2

)
, (2)

V =

(
1
2 (u+ ux)− 1

4λ2
1
2λ − λu

1
2λ (q + ux + uxx)− λuq 1

4λ2
− 1

2 (u+ ux)

)
. (3)

где λ называется комплексный параметр собственного значения, а производные U из (2) и V
из (3) относительно λ выглядят как:

Uλ =

(
0 1
q 0

)
, (4)
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Vλ =

(
1

2λ3
− 1

2λ2
− u

− 1
2λ2

(q + ux + uxx)− uq − 1
2λ3

)
. (5)

В (1+1)-мерном случае нелинейные дифференциальные уравнения в частных производных
даются в виде условий нулевой кривизны:

Ut − Vx + [U, V ] = 0, (6)
где [U, V ] = UV − V U , матрица U и V задана [9].
Также нелинейное дифференциальное уравнение в частных производных (6) является

условием совместности системы линейных уравнений:

Φx = UΦ,

Φt = V Φ.

В этом случае существует поверхность. Используя формулу Сим-Тафеля

r = Φ−1Φλ,

определяем следующие формулы:

rx = Φ−1UλΦ, (7)
rt = Φ−1VλΦ. (8)

Первая квадратичная форма (или первая фундаментальная форма или метрический тензор)
поверхности - квадратичная форма на касательном расслоении поверхности, которая
определяет внутреннюю геометрию поверхности в окрестности данной точки. Первая
квадратичная форма часто обозначается I . Первая фундаментальная форма поверхности
для уравнения Камасса-Холма определяется как [10]

I = − ~dr · ~dr = ~r2xdx
2 + 2~rx~rtdxdt+ ~r2t dt

2. (9)

Соотношения между производными вектора и матричной формы r относительно x и t :

~r2x =
1

2
tr
(
r2x
)
, (10)

~r2t =
1

2
tr
(
r2t
)
, (11)

~rx~rt =
1

2
tr (rxrt) , (12)

где rx и rt являются некоторыми матрицами.
Из (7) и (8) получаем

r2x = Φ−1U2
λΦ, (13)

r2t = Φ−1V 2
λ Φ, (14)

rxrt = Φ−1UλVλΦ, (15)

где
trU2

λ = 2q,

trV 2
λ =

1

2λ6
+ 2

(
− 1

2λ2
(q + ux + uxx)− uq

)
·
(
− 1

2λ2
− u
)
,

trUλVλ = − 1

2λ2
(q + ux + uxx)− uq + q

(
− 1

2λ2
− u
)
.

Учитывая (13), (14), (15) имеем

~r2x = q, (16)
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~rx~rt = − 1

4λ2
(q + ux + uxx)− uq

2
+
q

2

(
− 1

2λ2
− u
)
, (17)

~r2t =
1

4λ6
+

(
− 1

2λ2
− u
)(

1

2λ2
(q + ux + uxx)− uq

)
. (18)

Подставим (16), (17), (18) в (9) и получим первую фундаментальную форму для уравнения
Камасса-Холма:

I = qdx2− 1

2λ2
(q+ux+uxx)−uq+q

(
− 1

2λ2
− u
)
dxdt+

1

4λ6
+

(
− 1

2λ2
− u
)(

1

2λ2
(q + ux + uxx)− uq

)
dt2.

Зная первую квадратичную форму поверхности, можно вычислить длины кривых на
поверхности, углы между кривыми и площади областей на поверхности. Если известна
первая квадратичная форма поверхности, можно исследовать геометрию на поверхности, не
обращаясь к ее уравнениям, а лишь используя ее первую квадратичную форму.

Вторая фундаментальная форма поверхности для уравнения Камасса-Холма

Вторая квадратичная форма (или вторая фундаментальная форма) поверхности -
квадратичная форма на касательном расслоении поверхности, которая, в отличие от первой
квадратичной формы, определяет внешнюю геометрию поверхности в окрестности данной
точки [10].

Вторая фундаментальная форма поверхности для уравнения Камасса-Холма имеет вид

II = − ~dr · ~dn = (~rxx · ~n) dx2 + 2 (~rxt · ~n) dxdt+ (~rtt · ~n) dt2. (19)
Используя формулу Сим-Тафеля, получим

rxx = Φ−1UλxΦ + Φ−1 [Uλ, U ] Φ, (20)
rxt = Φ−1UλtΦ + Φ−1 [Uλ, V ] Φ, (21)
rtt = Φ−1VλtΦ + Φ−1 [Vλ, V ] Φ. (22)

где

Uλx =

(
0 0
qx 0

)
,

Uλt =

(
0 0
qt 0

)
,

Vλt =

(
0 −ut

− 1
2λ2

(ux + uxx)− utq − uqt 0

)
,

[Uλ, U ] =

(
0 1
−q 0

)
[Uλ, V ] =

(
1
2λ (ux + uxx) 1

2λ2
− (u+ ux)

q (u+ ux)− q
2λ2

− 1
2λ (ux + uxx)

)
[Vλ, V ] =

(
−u
λ (2q + ux + uxx) 1

2λ4
− u

λ2
1

4λ4

(
q + ux + uxx + 2λ2uq

) (
2λ2 (u+ ux) + 1

)
u
λ (2q + ux + uxx)

)
Нормаль (n) к поверхности можно рассчитать по формуле

n =
Φ−1 [Uλ, Vλ] Φ√
1
2 tr
(

[Uλ, Vλ]2
) (23)

где

[Uλ, Vλ] =

(
− 1

2λ2
(ux + uxx) − 1

λ3
q
λ3

1
2λ2

(ux + uxx)

)
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([Uλ, Vλ])2 =

(
1

4λ4
(ux + uxx)2 − q

λ6
0

0 − q
λ6

+ 1
4λ4

(ux + uxx)2

)
,

Соотношения между производными вектора и матричной формы r относительно x и t
имеют вид:

~rxx · ~n =
1

2
tr (rxx · n) , (24)

~rxt · ~n =
1

2
tr (rxt · n) , (25)

~rtt · ~n =
1

2
tr (rtt · n) . (26)

Из (24), (25), (26) имеем

tr (rxx · n) =
2 (2q − qx)√

λ2 (ux + uxx)2 − 4q
, (27)

tr (rxt · n) =
2q − 4qλ2 (u+ ux)− λ2(u2x + u2xx)− 2λ2 (uxuxx + qt)

λ2
√
λ2 (ux + uxx)2 − 4q

, (28)

tr (rtt · n) =
4
(
λ4u · a+ bλ2 + q

4 + ux
8 + uxx

8

)
λ4
√
λ2 (ux + uxx)2 − 4q

, (29)

где

a =
u2x
2

+ (q + uxx)ux + uq +
u2xx
2

+
qt
2
,

b =
u2x
4

+

(
q

2
+
u

4
+
uxx
4

+
1

4

)
ux +

(
−q +

uxx
4

)
u+

uxx
4
.

Подставляя (27), (28), (29) в (19) получим вторую фундаментальную форму поверхности
для уравнения Камасса-Холма

II =
2 (2q − qx)√

λ2 (ux + uxx)2 − 4q
dx2 +

+2

(
2q − 4qλ2 (u+ ux)− λ2(u2x + u2xx)− 2λ2 (uxuxx + qt)

)
λ2
√
λ2 (ux + uxx)2 − 4q

dxdt+

+
4
(
λ4u · a+ bλ2 + q

4 + ux
8 + uxx

8

)
λ4
√
λ2 (ux + uxx)2 − 4q

dt2.

Вторая квадратичная форма является весьма эффективным средством исследования
геометрических свойств регулярной поверхности.

Заключение. В работе рассмотрено уравнение Камасса-Холма, интегрируемость которого
осуществляется допущением для него представления Лакса. Найдена первая и вторая
фундаментальные формы поверхности, а также соответствующие солитонному решению
нелинейного уравнения Камасса-Холма с притяжением.

Для нахождения первой и второй фундаментальных форм поверхности были применены
формула Сим-Тафеля и теория дифференциальной геометрии поверхности. Полученные
результаты могут быть использованы для дальнейшего исследования многокомпонентного
уравнения Камасса-Холма, а также нахождения их точных решений, имеющих физические
приложения.
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Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi, Нұр-Сұлтан, Қазақстан

Камасс-Холм теңдеуi үшiн беттiң бiрiншi және екiншi фундаменталды формасы

Аңдатпа. Сызықты емес дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердi зерттеу - математикалық физиканың
өзектi мәселелерiнiң бiрi. Нәтижелердiң теориялық және практикалық қолданысы болғандықтан, бұл бағыттағы
зерттеулер маңызды. Бұл теңдеулердi шешудiң әр түрлi әдiстерi бар. Солитондар теориясы әдiстерi дербес туындылы
сызықты емес теңдеулердiң шешiмiн табуға мүмкiндiк бередi. Керi сейiлу әдiсi - айтылған теңдеулердi шешуге арналған
әдiстердiң бiрi. Жұмыстың мақсаты - сызықты емес Камасс-Холм теңдеуiнiң солитондық шешiмiне сәйкес беттiң бiрiншi
және екiншi фундаменталды формасын анықтау.
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Осы әдiске сай, сызықты емес дербес туындылы дифференциалдық теңдеу (1+1)-өлшемдi жағдайында нөлдiк
қисықтық шарты түрiнде берiледi және сызықты теңдеулер жүйесiнiң сәйкестiк шарты болып табылады. Камасс-Холм
сызықты емес теңдеулерi толқындардың таралуын зерттеуде маңызды рөл атқаратыны белгiлi. Сонымен, бiзге белгiлi
түрлендiрулер әдiстерi арқылы Камасс-Холм теңдеуiнiң әр түрлi солитонды шешiмдерiн табуға болады. Бұл жұмыста
Сим-Тафель формуласының көмегiмен Камасс-Холм теңдеуi үшiн беттiң бiрiншi және екiншi фундаменталды формасы
анықталды. Алынған нәтиженi көп компоненттi жалпыланған Камасс-Холм теңдеулерiн ары қарай зерттеулерде
қолдануға болады.

Түйiн сөздер: сызықты емес теңдеу, сәйкестiк шарты, Лакс жұбы , бет, солитондық шешiм, фундаменталдық форма,
Камасс-Холм теңдеуi.
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The first and second fundamental forms for the Camassa-Holm equation

Abstract. One of the actual problems of mathematical physics is the study of nonlinear partial differential equations.
Research in this direction is very important, as the results are theoretical and practical application. There are different approaches
to solving these equations. Methods of soliton theory allow us to construct solutions of nonlinear partial differential equations.
One of the methods for solving the above equations is the method of the inverse scattering problem. The purpose of this work
is to determine the first and second fundamental forms of the surface corresponding to the soliton solution of the nonlinear
Camassa-Holm equation. According to this approach, in the (1+1)-dimensional case, nonlinear partial differential equations are
given as zero curvature conditions and are a condition of compatibility of the system of linear equations. It is well known that
the integrable nonlinear Camassa-Holm equations play an important role in the study of wave propagation. Various soliton
solutions of the Camassa-Holm equation can be found using known transformation methods. In this paper, the first and second
fundamental forms of the surface are determined using the Sym-Tafel formula for the nonlinear Camassa-Holm equation. The
obtained result can be used for further investigation of the multicomponent generalized Camassa-Holm equation.

Keywords: nonlinear equation, condition of compatibility, Lax pair, surface, soliton solution, fundamental form, zero

curvature condition, Camassa-Holm equation.
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