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МРНТИ 27.31.21
Г.Н. Нугманова

Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан
(E-mail: nugmanovagn@gmail.com)

Интегрирумые спиновые системы с самосогласованными потенциалами в (1+1)
измерениях

Аннотация: Движение кривых и поверхностей в R3 приводит к нелинейным эволюционным
уравнениям, которые часто интегрируемы. Они также тесно связаны с динамикой
спиновых цепей в континуальном пределе и интегрируемыми солитонными системами
через геометрические и калибровочно симметричные эквивалентности. В данной работе
показано, что более общая ситуация, при которой кривые эволюционируют при наличии
дополнительных самосогласованных векторных потенциалов, может привести к интересным
обобщенным спиновым системам с самосогласованными потенциалами. Получен общий вид
основных эволюционных уравнений кривых и приведены конкретные примеры обобщенных
спиновых цепей и солитонных уравнений. К ним относятся главная киральная модель и
различные спиновые уравнения Мырзакулова в (1+1) измерениях и их геометрические
эквиваленты из семейства обобщенных нелинейных уравнений Шредингера (НУШ) в
присутствии самосогласованного потенциала поля, включая уравнение Хирота-Максвелла-
Блоха. Соответствующие калибровочные эквивалентные пары Лакса также представлены
для подтверждения их интегрируемости.

Ключевые слова: спиновая система, геометрическая эквивалентность, калибровочное
преобразование, представление Лакса, движение кривых и поверхностей.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-6836-2018-125-4-40-49
Введение. Интегрируемые солитонные уравнения имеют интересные геометрические связи
с движущимися пространственными кривыми и поверхностями как в (1+1), так и (2+1)
измерениях [1-6]. Эти связи особенно проявляются через интегрируемые спиновые цепи.
Одним из наиболее интересных связей является отображение цепочки спинов Гейзенберга
на интегрируемом нелинейном уравнении Шредингера, где квадрат кривизны движущейся
кривой связан с плотностью энергии спиновой цепи, а кручение связано с плотностью тока
[7,8]. Для большинства из других солитонных уравнений также могут быть даны такие связи
[1-3]. Это соотношение также можно интерпретировать как калибровочное преобразование
между спиновыми системами и солитонными уравнениями так, что пары Лакса между двумя
системами, а также условия нулевой кривизны могут отображаться друг на друге [9,10].
Рассмотрим дальнейшее обобщение спиновых систем путем включения дополнительного
самосогласованного потенциала, в присутствии которого движутся кривые и поверхности.
Приводим соответствующие обобщенные эволюционные уравнения для движущихся кривых
в R3 . Затем выделим несколько интересных обобщенных спиновых систем и солитонных
уравнений с самосогласованными потенциалами. Они включают в себя основное уравнение
кирального поля, различные обобщения семейства спиновых уравнений Мырзакулова [11,12]
в (1 + 1) размерностях и их геометрически эквивалентные аналоги - семейства обобщенных
нелинейных уравнений Шредингера при наличии самосогласованных векторных полей.
Движение кривых в (1+1) измерениях
Рассмотрим пространственную кривую в R3 . В (1+1) измерениях движение таких кривых
определяется следующими уравнениями Серре-Френе и уравнениями твердого тела [2]
соответственно:

∂

∂x

 ~e1

~e2

~e3

 = C

 ~e1

~e2

~e3

 ,
∂

∂t

 ~e1

~e2

~e3

 = G

 ~e1

~e2

~e3

 . (1)

Здесь ~e1, ~e2 и ~e3 - единичные касательные, нормальные и бинормальные векторы
соответственно к кривой и x - это параметр arclength, параметризующий кривую. Единичный

40



Г.Н. Нугманова

касательный вектор ~e1 задается формулой ~e1 = ∂~r
∂x = 1√

g
∂~r
∂θ , где g - метрика g = ∂~r

∂θ .
∂~r
∂θ на

кривой, для которой x(θ, t) =
θ∫
0

√
g(θ′, t)dθ′ . Здесь θ определяет гладкую кривую, а ~r(θ, t)

- позиция точки вектора на кривой в момент времени t . В формулах (1) матрицы C и G
задаются в виде

C =

 0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0

 , G =

 0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0

 . (2)

Как известно, кривизна и кручение кривой приведены, соответственно, как

κ = (~e1x · ~e1x)
1
2 ,

τ = κ−2~e1 · (~e1x ∧ ~e1xx). (3)

Условием совместности уравнения (1) является

Ct −Gx + [C,G] = 0, (4)

или с точки зрения элементов оно читается

κt = ω3x + τω2, (5)
τt = ω1x − κω2, (6)

ω2x = τω3 − κω1. (7)

Вышеупомянутый формализм позволяет построить геометрические эквиваленты спиновых
систем. Здесь мы приводим пример, показывающий, как работает этот формализм.
Рассмотрим уравнение ферромагнетика Гейзенберга (УФГ) [7],

~St + ~S ∧ ~Sxx = 0, (8)

где ~S = (S1, S2, S3) - единичный вектор спина, S2
1 + S2

2 + S2
3 = 1 . Предположим

идентификацию

~e1 ≡ ~S. (9)

Тогда из УФГ (8) следует, что

ω1 = −κxx
κ

+ τ2, (10)

ω2 = κx, (11)
ω3 = κτ. (12)

Подставляя эти выражения ωj в уравнения (5) - (7), мы приходим к системе

κt − (κτ)x − κxτ = 0, (13)

τt +
(κxx
κ

)
x
− 2ττx + κκx = 0. (14)

Введем следующую комплексную функцию q = κ
2e
−i∂−1

x τ . Легко проверить, что эта функция
удовлетворяет известному НУШ [7]

iqt + qxx + 2|q|2q = 0. (15)

Таким образом, УФГ является геометрическим эквивалентом НУШ и наоборот. Наша цель
- построить геометрически эквивалентные аналоги некоторых интегрируемых спиновых
систем с самосогласованными потенциалами в (1+1) измерениях.
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1. Движущиеся кривые в (1+1) измерениях при наличии самосогласованных
потенциалов

Введем теперь самосогласованный векторный потенциал ~W (x, t) в R3 , выводимый как

∂ ~W

∂x
= ~Wx = 2a ~W × ~e1, (16)

где ~e1 - единичный касательный вектор, a - постоянный параметр.
Выражая ~W в базисе единичной ортонормированной триады, определяющей движущуюся
кривую как

~W = W1(x, t)~e1 +W2(x, t)~e2 +W3(x, t)~e3, (17)
определяющие уравнения для компонент векторного потенциала можно переписать как

W1x = κW2, (18)
W2x = −κW1 + τW3 + 2aW3, (19)
W3x = −τW2 − 2aW2. (20)

Заметим, что из последних трех уравнений следует, что ~W 2 = W 2
1 + W 2

2 + W 2
3 = C(t) , где

C(t) - функция только от t .
При наличии потенциального поля эволюционное уравнение для движущейся кривой
изменяется из-за самосогласованного взаимодействия. Основные эволюционные уравнения
для триады можно определить следующим образом. Эволюцию для единичного касательного
вектора можно модифицировать самосогласованным образом как

~e1t = ~Ω× ~e1 + 2a−1 ~W × ~e1, (21)
где (из (1) и (2))

~Ω =

3∑
i=1

ωi~ei, ~W =

3∑
i=1

Wi~ei. (22)

Теперь, используя уравнения Серре-Френе для пространственного изменения трехгранника
вдоль длины дуги, см. (1), можно получить

~e2t = ~Ω× ~e2 + 2a−1(−W3~e1 + (W1 − 2a
W3

κ
)~e3) (23)

и
~e3t = ~Ω× ~e3 + 2a−1(W2~e1 − (W1 − 2a

W3

κ
)~e2). (24)

Другими словами, динамические уравнения, определяющие единичный трехгранник,
модифицируются из (1) при наличии самосогласованного потенциала ~W (x, t) как

∂

∂x

 ~e1

~e2

~e3

 = C

 ~e1

~e2

~e3

 ,
∂

∂t

 ~e1

~e2

~e3

 = G̃

 ~e1

~e2

~e3

 , (25)

где

C =

 0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0

 , G̃ =

 0 ω̃3 −ω̃2

−ω̃3 0 ω̃1

ω̃2 −ω̃1 0

 =

 0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0

+

+2a−1

 0 W3 −W2

−W3 0 W1 − 2aW3
κ

W2 −(W1 − 2aW3
κ ) 0

 . (26)

Заметим, что

ω̃1 = ω1 + 2a−1(W1 − 2a
W3

κ
),

ω̃2 = ω2 + 2a−1W2, (27)
ω̃3 = ω3 + 2a−1W3,
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где кривизна κ и кручение τ даются снова выражениями, соответственно

κ = (~e1x · ~e1x)
1
2 , τ = κ−2~e1 · (~e1x ∧ ~e1xx). (28)

Тогда ассоциирующие условия совместимости приводят к эволюционным уравнениям

κt = (ω3x + τω2) + 2a−1(W3x + τW2), (29)

τt = (ω1x − κω2) + 2a−1

[
W1x − 2a

(
W3

κ

)
x

− κW2

]
, (30)

и условие согласованности принимает вид

ω2x + 2a−1W2x = τ(ω3 + 2a−1W3)− κ
[
ω1 + 2a−1(W1 − 2a

W3

κ
)

]
. (31)

Теперь, используя определяющие уравнения (18) - (20) для векторного потенциала ~W в
правых частях (29) - (31), получим модифицированный вид указанных уравнений как

κt = (ω3x + τω2)− 4W2, (32)

τt = ω1x − κω2 − 4(
W3

κ
)x, (33)

в то же время, когда условие согласованности остается неизменным, как и раньше:

ω2x = τω3 − κω1. (34)

Эти три уравнения должны быть дополнены определяющими уравнениями для векторного
потенциала ~W = (W1,W2,W3) , заданного уравнениями (18) - (20). Таким образом, уравнения
(32) - (34) вместе с (18) - (20) составляют динамические уравнения, определяющие движение
пространственных кривых в R3 при наличии самосогласованного векторного потенциала
~W (x, t) .
Кроме того, интересно отметить, что вышеупомянутый формализм также можно
отождествить с движением вихревой нити [13] при наличии векторного потенциала или
движения гибкой струны [14] при таком потенциальном поле. Пусть ~r(x, t) определяет нить
или струну, указанную

~rt = α~e1 + β~e2 + γ~e3 + 2a−1 ~W, (35)
где α(x, t), β(x, t), γ(x, t) - заданные функции от x и t . Тогда, взяв производную по x
(35), мы можем отобразить ее на приведенные выше уравнения движущейся кривой (25),
что приводит к полезным физическим ситуациям. Можно рассмотреть еще более общие
потенциальные поля, чем (16), а именно

∂W

∂x
= ~W × [a1(x, t)~e1 + a2(x, t)~e2 + a3(x, t)~e3] (36)

и аналогичным образом обобщить уравнение (21) как

~e1t = ~Ω× ~e1 + ~W × [b1(x, t)~e1 + b2(x, t)~e2 + b3(x, t)~e3] (37)

и изучить последствия.
Спиновые уравнения, движущиеся пространственные кривые и обобщенные
НУШ
Ввиду упомянутой в п.2, естественную связь между движущейся пространственной кривой и
одномерной изотропной спиновой цепью Гейзенберга в ее континуальном пределе, мы теперь
хотим распространить эту связь на более общие ситуации при наличии самосогласованных
векторных потенциалов. С этой целью теперь рассмотрим конкретные эволюционные
уравнения спиновых векторов при наличии потенциалов и отождествляем их с движущимися
пространственными кривыми, а затем выведем семейство эквивалентных обобщенных НУШ
с использованием формализма, представленного в предыдущем пункте. Для этого, мы
сопоставляем единичный вектор спина, определяющий спиновые уравнения с единичным
касательным вектором трехгранника, связанного с движущимися пространственными
кривыми, что позволяет сделать соответствующее отображение.
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Основное киральное уравнение. Рассмотрим динамическое уравнение для главного
кирального поля ~S(x, t)

~St +
2

a
~S ∧ ~W = 0, (38)

~Wx + 2a~S ∧ ~W = 0, (39)

где ~S = (S1, S2, S3) , ~S2 = 1 , ~W = (W1,W2,W3) .
Вводя идентификацию

~e1 ≡ ~S, ~W = W1~e1 +W2~e2 +W3~e3 (40)

с пространственной кривой в R3 , ввиду обсуждений в п.2, находим

ω̃1 = −4

κ
W3 +

2

ω
W1, (41)

ω̃2 =
2

ω
W2, (42)

ω̃3 =
2

ω
W3, (43)

где ~W удовлетворяет (18)-(20). Соответственно эволюционное уравнение для
пространственной кривой дается в терминах кривизны κ и кручения τ как

κt + 4W2 = 0, (44)

τt + 4

(
W3

κ

)
x

= 0, (45)

W1x − kW2 = 0, (46)
W2x + kW1 − τW3 − 2aW3 = 0, (47)

W3x + τW2 + 2aW2 = 0. (48)

Введем теперь следующие два комплексных преобразования и переопределеную
вещественную функцию W1 :

q(x, t) =
1

2
κ(x, t)e−i

∫ x
−∞ τ(x′,t)dx′ , (49)

p = (iW3 −W2)e−i
∫ x
−∞ τ(x′,t)dx′ , (50)

η = W1. (51)

Таким образом, мы видим, что система (45) - (48) становится связанной НУШ как

iqt − 2ip = 0, (52)
px − 2iap− 2ηq = 0, (53)
ηx + q∗p+ p∗q = 0. (54)

Пары Лакса, связанные со спиновой системой (38) - (39) и НУШ (52) - (54), могут
быть получены как предельная форма более общих систем, рассмотренных в п.4, которые
доказывают интегрируемость как указанной выше спиновой системы, так и связанных НУШ.
Гейзенберговская спиновая система при наличии самосогласованного потенциала:
уравнение M-XCIX
Рассмотрим обобщенную спиновую систему Гейзенберга в присутствии векторного
потенциала, описываемого уравнением М-XCIX [11,12,15],

~St + ~S ∧ ~Sxx +
2

a
~S ∧ ~W = 0, (55)

~Wx + 2a~S ∧ ~W = 0, (56)

где ~S и ~W определены выше. Затем, как и раньше, с идентификацией

~e1 ≡ ~S, ~W = W1~e1 +W2~e2 +W3~e3, (57)
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получается

ω̃1 = −κxx
κ

+ τ2 − 4

κ
W3 +

2

a
W1, (58)

ω̃2 = κx +
2

a
W2, (59)

ω̃3 = κτ +
2

a
W3 (60)

наряду с (18) - (20). Следовательно, мы получаем эволюционное уравнение для кривизны и
кручения как

κt − (κτ)x − κxτ + 4W2 = 0, (61)

τt +

(
κxx + 4W3

κ

)
x

− 2ττx + κκx = 0, (62)

W1x − κW2 = 0, (63)
W2x + κW1 − τW3 − 2aW3 = 0, (64)

W3x + τW2 + 2aW2 = 0. (65)

Система (61) - (65) преобразуется в следующее НУШ посредством преобразований (49) - (51):

iqt + qxx + 2|q|2q − 2ip = 0, (66)
px − 2iap− 2ηq = 0, (67)
ηx + q∗p+ p∗q = 0, (68)

которое является обобщенной версией уравнения НУШ. Оно также обозначается как
нелинейное уравнение Шредингера-Максвелла-Блоха (ШМБ). Известно, что уравнение
ШМБ описывает распространения оптического солитона в волокнах с резонансной системой
[16,17]. Связанная пара Лакса для этой системы также указана в п.4.

1.1. Обобщение третьего порядка гейзенберговской спиновой цепочки с
самосогласованным потенциалом: уравнение M-XCIV. Рассмотрим следующее
обобщение третьего порядка спинового уравнения Гейзенберга при наличии векторного
потенциала, заданного уравнением Мырзакулова-XCIV (M-XCIV)

~St + ε1~S ∧ ~Sxx + ε2[~Sxxx + 6(β~S)x] +
2

ω
~S ∧ ~W = 0, (69)

~Wx + 2ω~S ∧ ~W = 0, (70)

где β = 1
8(~Sx · ~Sx) , а ε1 и ε2 - постоянные. Затем, следуя приведенному выше анализу, мы

можем записывать

ω̃1 = −ε1κxx + 3ε2(κxxτ + κxτx)− 4W3

κ
+ ε1τ

2 − ε2(τxx −
1

2
κ2τ − τ3) +

2

a
W1, (71)

ω̃2 = ε1κx + ε2(2κxτ + κτx) +
2

a
W2, (72)

ω̃3 = ε1κτ − ε2(κxx − κτ2 +
1

2
κ3) +

2

a
W3. (73)

Следовательно, выводим эволюционные уравнения

κt − ε1[(κτ)x + κxτ ] + ε2[κxxx − 3κττx − 3κxτ
2 +

3

2
κ2κx] + 4W2 = 0, (74)

τt + (ε1F1 + ε2F2 + 4
W3

κ
)x = 0, (75)

W1x − κW2 = 0, (76)
W2x + κW1 − τW3 − 2aW3 = 0, (77)

W3x + τW2 + 2aW2 = 0, (78)
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где

F1 =
κxx
κ
− τ2 +

1

2
κ2, F2 =

3κxxτ + 3κxτx
κ

+ τxx − τ3 +
3

2
κ2τ. (79)

Вышеупомянутая система, в свою очередь, может быть преобразована в уравнение Хирота-
Максвелла-Блоха [16,17],

iqt + ε1(qxx + 2|q|2q) + iε2(qxxx + 6|q|2qx)− 2ip = 0, (80)
px − 2iωp− 2ηq = 0, (81)
ηx + q∗p+ p∗q = 0, (82)

используя преобразования (49) - (51).
Мы можем далее показать, что все приведенные выше спиновые уравнения и связанное с
ними семейство НУШ интегрируемы. Для этой цели мы даем информацию о связанных
парах Laкса в следующем пункте.

2. Пары Лакса

Уравнение M-XCIV (69) - (70) можно записать в матричной форме

iSt +
1

2
ε1[S, Sxx] + iε2[Sxxx + 6(βS)x] +

1

a
[S,W ] = 0, (83)

iWx + a[S,W ] = 0, (84)

где S = ~S ·~σ и W = ~W ·~σ , ~σ = (σx, σy, σz) - матрицы Паули. Тогда пара Лакса, связанная с
(83) - (84), может быть задана в обобщенной форме по сравнению с парой Лакса для простого
УФГ (7), заданной Тахтаджаном [9],

Φx = UΦ, (85)
Φt = (2λU + V )Φ, (86)

где

U = −iλS, (87)

V = λ3V3 + λ2V2 + λV1 +
i

λ+ a
V−1 −

i

a
V−1. (88)

Здесь

V3 = −4iε2S, (89)
V2 = −2iε1S + 2ε2SSx, (90)
V1 = ε1SSx + ε2i(Sxx + 6βS), (91)

V−1 = W =

(
W3 W+

W− −W3

)
, W± = W1 ± iW2. (92)

Соответствующая калибровочная эквивалентная пара Лакса для уравнения Хирота-
Максвелла-Блоха становится

Ψx = AΨ, (93)
Ψt = [−4iε2λ

3σ3 +B]Ψ, (94)

где

A = −iλσ3 +A0, (95)

B = λ2B2 + λB1 +B0 +
i

λ+ a
B−1. (96)
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Здесь

B2 = −2iε1σ3 + 4ε2A0, (97)
B1 = 2iε2|q|2σ3 + 2iε2σ3A0x + 2ε1A0, (98)

A0 =

(
0 q
−q∗ 0

)
, (99)

B0 = (iε1|q|2 + ε2(q∗xq − q∗qx))σ3 +B01, (100)

B01 =

(
0 iε1qx − ε2qxx − 2ε2q

∗q2

iε1q
∗
x + ε2q

∗
xx + 2ε2qq

∗2 0

)
, (101)

B−1 =

(
η −p
−p∗ −η

)
. (102)

Пары Лакса других случаев в п.3 могут быть получены путем принятия соответствующих
ограничений, например, ε2 = 0 и т.д. Существование пары Лакса подтверждает
интегрируемость как спиновых систем, так и их обобщенных аналогов семейства НУШ.
Интегрируемые поверхности, индуцированные спиновыми системами с
самосогласованными потенциалами
В этом пункте, в качестве дальнейшего следствия геометрических аспектов, вкратце
представлены основные моменты зависимости между геометрией поверхности и спиновыми
системами в (1+1) измерениях с изученными здесь самосогласованными потенциалами. В
качестве примера спиновых систем здесь рассматривается уравнение M-XCIX (55) - (56),
которое является интегрируемым. Рассмотрим двумерную поверхность с радиус-вектором
~r . Предположим теперь, что

~rx ≡ ~S, (103)

тогда

~r2
x = 1. (104)

Двумерная метрика имеет вид

ds2 = dx2 + 2~rx · ~rtdxdt+ ~r2
t dt

2. (105)

В терминах ~r уравнение M-XCIX (55) - (56) принимает вид

~rt + ~rx ∧ ~rxx −
1

a2
~W = 0, (106)

~Wx + 2a~rx ∧ ~W = 0. (107)

Это ~r - форма уравнения M-XCIX. Для уравнения M-XCIX (55) - (56) имеем

~rt · ~rx =
1

a2
~rx · ~W, (108)

~r2
t =

C

a4
− 2

a2
~W · (~rx ∧ ~rxx) + ~r2

xx, (109)

где C = C(t) = ~W 2 . Итак, для уравнения M-XCIX индуцированная метрика двумерной
поверхности задается формулой

ds2 = dx2 +
2

a2
~rx · ~Wdxdt+

[
C

a4
− 2

a2
~W · (~rx ∧ ~rxx) + ~r2

xx

]
dt2. (110)

Эта метрика определяет некоторые двумерные поверхности в R3 . Имея метрику, мы можем
вычислить все «ингредиенты» поверхности. В терминах κ (кривизны), τ (кручения) и
функций Wj эта метрика может быть переписана как

ds2 = dx2 +
2

a2
W1dxdt+

[
C

a4
− 2

a2
κW3 + κ2

]
dt2. (111)

Аналогичная интерпретация может быть дана и для других примеров.
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Заключение. В настоящей работе показано, что нелинейные эволюционные уравнения,
описывающие движение пространственных кривых в R3 можно вывести при наличии
самосогласованных полей внешнего векторного потенциала. Тогда, перейдя на подходящие
спиновые системы, можно выделить общий класс интегрируемых семейств нелинейных
уравненийШредингера с дополнительными потенциальными полями. Основными примерами
были эволюционные уравнения главного кирального поля, спиновое уравнение Гейзенберга
и обобщенная цепочка гейзенберговского спина, все при наличии внешних потенциалов.
Применяя подходящие комплексные преобразования, спиновые цепочки также сопоставили
по интегрируемой обобщенной системе нелинейных уравнений Шредингера, включая
уравнение Хирота-Максвелла-Блоха. Интегрируемость этих систем также устанавлена
путем выведения калибровочно связанных пар Laкса. Наконец, показано, что можно
идентифицировать эквивалентные интегрируемые поверхности, индуцированные спиновыми
системами с самосогласованными потенциалами. Как указано в тексте, эти исследования
могут быть расширены, чтобы включить еще более общий класс потенциалов, а также
рассмотреть движение поверхностей.
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Келiсiмдi потенциалдары бар (1+1) өлшемдегi интегралданатын спиндiк жүйелер

Аннотация: R3 кеңicтiгiнде қисықтар мен беттердiң қозғалысы жиi интегралданатын сызықты емес эволюциялық
теңдеулерге алып келедi. Олар сондай-ақ геометриялық және симметриялы эквиваленттi теңдеулер арқылы
бiрiктiрiлген солитон жүйелерiнде континуальды шегi мен спиндiк тiзбектердiң динамикасымен тығыз байланысты.
Осы мақалада қосымша қисықтардың осымша векторлық потенциалдардың қатысуымен дамып келе жатқан жалпы
жағдайдың өзiн-өзi үйлесiмдi потенциалы бар таралған спин жүйелерi пайда болуы мүмкiн екендiгi көрсетiлген. Негiзгi
эволюция қисық теңдеулерiнiң жалпы көрiнiсi алынды және жалпыланғ ан спин тiзбектерi мен солитон теңдеулерiнiң
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нақты мысалдары келтiрiлген. Олардың iшiнде Хирот-Максвелл-Блох теңдеуiн қоса алғанда, өзiндiк дәйектi өрiстiк
потенциал болған жағдайда негiзгi сызықтық модельдi және түрлi Мырзакуловтың спин теңдеуiн (1 + 1) және олардың
жалпыланған сызықты емес Шредингер теңдеулерiнiң (СШТ) топтамасы геометриялық эквиваленттерi Блох теңдеуi.
Тиiстi габариттi эквивалент Лакс жүптары да олардың интегралдануын растау үшiн үсынылған
Түйiн сөздер: спиндiк жүйе, геометриялық эквиваленттiлiк, калибрлi түрлендiру, Лакс көрiнiсi, қисықтар мен
беттердiң қозғалысы.

G.N. Nugmanova

L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan

Integrable spin systems with self-consistent potentials in (1+1) dimensions

Abstract: The motion of curves and surfaces in R3 leads to nonlinear evolution equations, which are often integrable. They
are also closely related to the dynamics of spin chains in the continuum limit and integrable soliton systems through geometric
and gauge symmetric equivalences. In this paper it is shown that a more general situation in which the curves evolve in the
presence of additional self-consistent vector potentials can lead to interesting generalized spin systems with self-consistent
potentials. A general view of the main evolution equations of curves is obtained and concrete examples of generalized spin
chains and soliton equations are given. These include the main chiral model and various Myrzakulov spin equations in (1 +
1) dimensions and their geometric equivalents from the family of generalized nonlinear Schrödinger equations (NSE) in the
presence of a self-consistent field potential, including the Hiroth-Maxwell-Bloch equation. The corresponding gauge equivalent
Lax pairs are also presented to confirm their integrability

Keywords: spin system, geometrical equivalence, gauge transformation, Lax representation, motion of curves and surfaces.
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9. Төлемақы. Басылымға рұқсат етiлген мақала авторларына төлем жасау туралы ескертiледi. Төлем көлемi 2018
жылы 4500 тенге – ЕҰУ қызметкерлерi үшiн және 5500 тенге басқа ұйым қызметкерлерiне.
1) РГП ПХВ "Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева МОН РК
АО "Банк ЦентрКредит"
БИК Банка: KCJBKZKX
ИИК: KZ978562203105747338 (KZT)
Кнп 861
Кбе 16
"Мақала үшiн (автордың аты-жөнi)"
2) РГП ПХВ "Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева МОН РК
АО "Bank RBK"
БИК Банка: KINCKZKA
ИИК: KZ498210439858161073 (KZT)
"Мақала үшiн (автордың аты-жөнi)"
3) РГП ПХВ "Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева МОН РК
АО "Forte"
БИК Банка: IRTYKZKA
ИИК: KZ599650000040502847 (KZT)
"Мақала үшiн (автордың аты-жөнi)"
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Provision on articles submitted to the journal "Bulletin of L.N. Gumilyov Eurasian National University.
Physics. Astronomy series"

The journal editorial board asks the authors to read the rules and adhere to them when preparing the articles, sent to the
journal. Deviation from the established rules delays the publication of the article.
1.Purpose of the journal. Publication of carefully selected original scientific.
2. The scientific publication office accepts the article (in electronic and printed, signed by the author) in Tex- and Pdf-files,
prepared in the LaTeX publishing system with mandatory use of the original style log file. The style log file can be downloaded
from the journal website bulphysast.enu.kz . And you also need to provide the cover letter of the author(s).
Language of publications: Kazakh, Russian, English.
3.Submission of articles to the scientific publication office means the authors’ consent to the right of the Pub-
lisher, L.N. Gumilyov Eurasian National University, to publish articles in the journal and the re-publication
of it in any foreign language. Submitting the text of the work for publication in the journal, the author guar-
antees the correctness of all information about himself, the lack of plagiarism and other forms of improper
borrowing in the article, the proper formulation of all borrowings of text, tables, diagrams, illustrations.
4. The volume of the article should not exceed 18 pages (from 6 pages).
5. Structure of the article
GRNTI http://grnti.ru/
Initials and Surname of the author (s)
Full name of the organization, city, country (if the authors work in different organizations, you need to put the same
icon next to the name of the author and the corresponding organization)
Author’s e-mail (s)
Article title
Abstract (100-200 words, it should not contain a big formulas, the article title should not repeat in the content, it should
not contain bibliographic references, it should reflect the summary of the article, preserving the structure of the article -
introduction/ problem statement/ goals/ history, research methods, results /discussion, conclusion).
Key words (6-8 words/word combination. Keywords should reflect the main content of the article, use terms from the article,
as well as terms that define the subject area and include other important concepts that make it easier and more convenient
to find the article using the information retrieval system).
The main text of the article should contain an introduction/ problem statement/ goals/ history, research methods,
results / discussion, conclusion. Tables, figures should be placed after the mention. Each illustration should be followed by an
inscription. Figures should be clear, clean, not scanned.
Tables are included directly in the text of the article; it must be numbered and accompanied by a reference to them in the
text of the article. Figures, graphics should be presented in one of the standard formats: PS, PDF, TIFF, GIF, JPEG, BMP,
PCX. Bitmaps should be presented with a resolution of 600 dpi. All details must be clearly shown in the figures.
In the article, only those formulas are numbered, to which the text has references.
All abbreviations, with the exception of those known to be generally known, must be deciphered when first used in the text.
Information on the financial support of the article is indicated on the first page in the form of a footnote.
6. The list of literature should contain only those sources (numbered in the order of quoting or in the order of the English
alphabet), which are referenced in the text of the article. References to unpublished issues, the results of which are used in
evidence, are not allowed. Authors are recommended to exclude the reference to pages when referring to the links and guided by
the following template: chapter number, section number, paragraph number, theorem number (lemmas, statements, remarks
to the theorem, etc.), number of the formula. For example, "..., see [3, § 7, Lemma 6]"; "..., see [2], a remark to Theorem 5".
Otherwise, incorrect references may appear when preparing an English version of the article.

Template

1 Воронин С. М., Карацуба А. А. Дзета-функция Римана. -М: Физматлит, -1994, -376 стр.-book
2 Баилов Е. А., Сихов М. Б., Темиргалиев Н. Об общем алгоритме численного интегрирования функций многих
переменных // Журнал вычислительной математики и математической физики -2014. -Т.54. № 7. -С. 1059-1077. -
journal article
3 Жубанышева А.Ж., Абикенова Ш. О нормах производных функций с нулевыми значениями заданного набора
линейных функционалов и их применения к поперечниковым задачам // Функциональные пространства и теория
приближения функций: Тезисы докладов Международной конференции, посвященная 110-летию со дня рождения
академика С.М.Никольского, Москва, Россия, 2015. - Москва, 2015. -С.141-142. - - Conferences proceedings
4 Нуртазина К. Рыцарь математики и информатики. -Астана: Каз.правда, 2017. 19 апреля. -С.7. newspaper articles
5 Кыров В.А., Михайличенко Г.Г. Аналитический метод вложения симплектической геометрии // Cибирские
электронные математические известия -2017. -Т.14. -С.657-672. doi: 10.17377/semi.2017.14.057. - URL:
http://semr.math.nsc.ru/v14/p657-672.pdf. (дата обращения: 08.01.2017). - Internet resources
7. At the end of the article, after the list of references, it is necessary to indicate bibliographic data in Russian and English
(if the article is in Kazakh), in Kazakh and English (if the article is in Russian) and in Russian and Kazakh languages (if the
article is English language). Then a combination of the English-language and transliterated parts of the references list and
information about authors (scientific degree, office address, telephone, e-mail - in Kazakh, Russian and English) is given.
8. Work with electronic proofreading. Articles received by the Department of Scientific Publications (editorial office)
are sent to anonymous review. All reviews of the article are sent to the author. The authors must send the proof of the article
within three days. Articles that receive a negative review for a second review are not accepted. Corrected versions of articles
and the author’s response to the reviewer are sent to the editorial office. Articles that have positive reviews are submitted to
the editorial boards of the journal for discussion and approval for publication.
Periodicity of the journal: 4 times a year.
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9. Payment. Authors who have received a positive conclusion for publication should make payment on the following requisites
(for ENU employees - 4,500 tenge, for outside organizations - 5,500 tenge):
Реквизиты:
1) РГП ПХВ "Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева МОН РК
АО "Банк ЦентрКредит"
БИК Банка: KCJBKZKX
ИИК: KZ978562203105747338 (KZT)
Кнп 861
Кбе 16
"За публикацию в Вестник ЕНУ ФИО автора"
2) РГП ПХВ "Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева МОН РК
АО "Bank RBK"
БИК Банка: KINCKZKA
ИИК: KZ498210439858161073 (KZT)
"За публикацию в Вестник ЕНУ ФИО автора"
3) РГП ПХВ "Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева МОН РК
АО "Forte"
БИК Банка: IRTYKZKA
ИИК: KZ599650000040502847 (KZT)
"За публикацию в Вестник ЕНУ ФИО автора"
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Положение о рукописях, представляемых в журнал «Вестник Евразийского национального
университета имени Л.Н.Гумилева. Серия: Физика. Астрономия»

Редакция журнала просит авторов ознакомиться с правилами и придерживаться их при подготовке работ,
направляемых в журнал. Отклонение от установленных правил задерживает публикацию статьи.
1. Цель журнала. Публикация тщательно отобранных оригинальных научных работ по актуальным проблемам
теоретических и экспериментальных исследований в области физики и астрономии.
2. В редакцию (в бумажном виде, подписанном всеми авторами и в электронном виде) представляются Tex- и
Pdf-файлы работы, подготовленные в издательской системе LaTeX, с обязательным использованием оригинального
стилевого файла журнала. Стилевой файл можно скачать со сайта журнала bulphysast.enu.kz. Автору (авторам)
необходимо предоставить сопроводительное письмо.
Язык публикаций: казахский, русский, английский.
3. Отправление статей в редакцию означает согласие авторов на право Издателя, Евразийского
национального университета имени Л.Н. Гумилева, издания статей в журнале и переиздания их на
любом иностранном языке. Представляя текст работы для публикации в журнале, автор гарантирует
правильность всех сведений о себе, отсутствие плагиата и других форм неправомерного заимствования
в рукописи, надлежащее оформление всех заимствований текста, таблиц, схем, иллюстраций.
4. Объем статьи не должен превышать 18 страниц (от 6 страниц).
5. Схема построения статьи
ГРНТИ http://grnti.ru/
Инициалы и фамилия автора(ов)
Полное наименование организации, город, страна (если авторы работают в разных организациях, необходимо
поставить одинаковый значок около фамилии автора и соответствующей организации)
Е-mail автора(ов)
Название статьи
Аннотация (100-200 слов; не должна содержать громоздкие формулы, по содержанию повторять название
статьи; не должна содержать библиографические ссылки; должна отражать краткое содержание статьи, сохраняя
структуру статьи –введение/ постановка задачи/ цели/ история, методы исследования, результаты/обсуждение,
заключение/выводы).
Ключевые слова (6-8 слов/словосочетаний. Ключевые слова должны отражать основное содержание статьи,
использовать термины из текста статьи, а также термины, определяющие предметную область и включающие другие
важные понятия, позволяющие облегчить и расширить возможности нахождения статьи средствами информационно-
поисковой системы).
Основной текст статьи должен содержать введение/ постановку задачи/ цели/ историю, методы исследования,
результаты/обсуждение, заключение/выводы.
Таблицы включаются непосредственно в текст работы, они должны быть пронумерованы и сопровождаться ссылкой
на них в тексте работы. Рисунки, графики должны быть представлены в одном из стандартных форматов: PS, PDF,
TIFF, GIF, JPEG, BMP, PCX. Точечные рисунки необходимо выполнять с разрешением 600 dpi. На рисунках должны
быть ясно переданы все детали.
В статье нумеруются лишь те формулы , на которые по тексту есть ссылки.
Все аббревиатуры и сокращения , за исключением заведомо общеизвестных, должны быть расшифрованы при
первом употреблении в тексте.
Сведения о финансовой поддержке работы указываются на первой странице в виде сноски.
6. Список литературы должен содержать только те источники (пронумерованные в порядке цитирования или в порядке
английского алфавита), на которые имеются ссылки в тексте работы. Ссылки на неопубликованные работы, результаты
которых используются в доказательствах, не допускаются.
Авторам рекомендуется при оформлении ссылок исключить упоминание страниц и руководствоваться следующим
шаблоном: номер главы, номер параграфа, номер пункта, номер теоремы (леммы, утверждения, замечания к теореме
и т.п.), номер формулы. Например, "..., см. [3; § 7, лемма 6]"; "..., см. [2; замечание к теореме 5]". В противном случае
при подготовке англоязычной версии статьи могут возникнуть неверные ссылки.

Примеры оформления списка литературы
1 Воронин С. М., Карацуба А. А. Дзета-функция Римана. -М: Физматлит, -1994, -376 стр. - книга
2 Баилов Е. А., Сихов М. Б., Темиргалиев Н. Об общем алгоритме численного интегрирования функций многих
переменных // Журнал вычислительной математики и математической физики -2014. -Т.54. № 7. -С. 1059-1077. -
статья
3 Жубанышева А.Ж., Абикенова Ш. О нормах производных функций с нулевыми значениями заданного набора
линейных функционалов и их применения к поперечниковым задачам // Функциональные пространства и теория
приближения функций: Тезисы докладов Международной конференции, посвященной 110-летию со дня рождения
академика С.М.Никольского, Москва, Россия, 2015. - Москва, 2015. -С.141-142. - труды конференции
4 Нуртазина К. Рыцарь математики и информатики. -Астана: Каз.правда, 2017. 19 апреля. -С.7. - газетная статья
5 Кыров В.А., Михайличенко Г.Г. Аналитический метод вложения симплектической геометрии // Cибирские
электронные математические известия -2017. -Т.14. -С.657-672. doi: 10.17377/semi.2017.14.057. - URL:
http://semr.math.nsc.ru/v14/p657-672.pdf. (дата обращения: 08.01.2017). - электронный журнал
7. После списка литературы, необходимо указать библиографические данные на русском и английском языках (если
статья оформлена на казахском языке), на казахском и английском языках (если статья оформлена на русском языке)
и на русском и казахском языках (если статья оформлена на английском языке). Затем приводится комбинация
англоязычной и транслитерированной частей списка литературы и сведения по каждому из авторов (научное звание,
служебный адрес, телефон, e-mail - на казахском, русском и английском языках).
8. Работа с электронной корректурой. Статьи, поступившие в Отдел научных изданий (редакция), отправляются
на анонимное рецензирование. Все рецензии по статьям отправляются автору. Авторам в течение трех дней
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необходимо отправить корректуру статьи. Статьи, получившие отрицательную рецензию, к повторному рассмотрению
не принимаются. Исправленные варианты статей и ответ автора рецензенту присылаются в редакцию. Статьи, имеющие
положительные рецензии, представляются редколлегии журнала для обсуждения и утверждения для публикации.
Периодичность журнала: 4 раза в год.
9.Оплата. Авторам, получившим положительное заключение к опубликованию, необходимо произвести оплату по
следующим реквизитам (для сотрудников ЕНУ – 4500 тенге, для сторонних организаций – 5500 тенге):
Реквизиты:
1) РГП ПХВ "Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева МОН РК
АО "Банк ЦентрКредит"
БИК Банка: KCJBKZKX
ИИК: KZ978562203105747338 (KZT)
Кнп 861
Кбе 16
"За публикацию в Вестник ЕНУ ФИО автора"
2) РГП ПХВ "Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева МОН РК
АО "Bank RBK"
БИК Банка: KINCKZKA
ИИК: KZ498210439858161073 (KZT)
"За публикацию в Вестник ЕНУ ФИО автора"
3) РГП ПХВ "Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева МОН РК
АО "Forte"
БИК Банка: IRTYKZKA
ИИК: KZ599650000040502847 (KZT)
"За публикацию в Вестник ЕНУ ФИО автора"

Мақаланы рәсiмдеу үлгiсi
МРНТИ 27.25.19

А.Ж. Жубанышева 1 , Н. Темиргалиев 2 , А.Б. Утесов 3

1 Институт теоретической математики и научных вычислений Евразийского
национального университета имени Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан

2 Актюбинский региональный государственный университет имени К. Жубанова,
Актобе, Казахстан

(Email: 1 axaulezh@mail.ru, 2 ntmath10@mail.ru, 3 adilzhan_71@mail.ru)
Численное дифференцирование функций в контексте Компьютерного

(вычислительного) поперечника
Аннотация: В рамках компьютерного (вычислительного) поперечника полностью
решена задача приближенного дифференцирования функций, принадлежащих классам
Соболева по неточной информации, полученной от произвольного конечного множества
тригонометрических коэффициентов Фурье-Лебега дифференцируемой функции... [100-200
слов].
Ключевые слова приближенное дифференцирование, восстановление по неточной
информации, предельная погрешность, компьютерный (вычислительный) поперечник. [6-8
слов/словосочетаний].

Введение

Текст введения...
Авторам не следует использовать нестандартные пакеты LaTeX (используйте их лишь в
случае крайней необходимости)

Заголовок секции

1.1 Заголовок подсекции
Окружения.

Теорема 1. ...

Лемма 1. ...

Предложение 1. ...
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Определение 1. ...

Следствие 1. ...

Замечание 1. ...

Теорема 2 (Темиргалиев Н. [2]). Текст теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Текст доказательства.

2. Формулы, таблицы, рисунки

δN (εN ;DN )Y ≡ δN (εN ;T ;F ;DN )Y ≡ inf
(l(N),ϕN)∈DN

δN

(
εN ;

(
l(N), ϕN

))
Y
, (17)

где δN
(
εN ;

(
l(N), ϕN

))
Y
≡ δN (εN ;T ;F ;

(
l(N), ϕN

)
)Y ≡

≡ sup
f∈F∣∣∣γ(τ)

N

∣∣∣≤1(τ=1,...,N)

∥∥∥Tf (·)− ϕN
(
l
(1)
N (f) + γ

(1)
N ε

(1)
N , ..., l

(N)
N (f) + γ

(N)
N ε

(N)
N ; ·

)∥∥∥
Y
.

Таблицы, рисунки необходимо располагать после упоминания, каждой иллюстрации должна
следовать надпись.

Таблица 1 – Название таблицы

Простые Не простые
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14

Рисунок 1 – Название рисунка

3. Ссылки и библиография

Для ссылок на утверждения, формулы и т. п. можно использовать метки. Например, теорема 2,
Формула (17)
Для руководства по LATEX и в качестве примера оформления ссылок, см., например, Львовский С.М.
Набор и верстка в пакете LATEX. Москва: Космосинформ, 1994.
Список литературы оформляется следующим образом.

Список литературы
1 Локуциевский О.М., Гавриков М.Б. Начала численного анализа. –М.: ТОО "Янус", 1995. –581 c. - книга
2 Темиргалиев Н. Компьютерный (вычислительный) поперечник как синтез известного и нового в численном
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