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МРНТИ 29.05.03

Ж.М. Сагидуллаева

Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан
(E-mail: sagidullayeva.zh@gmail.com)

О калибровочной эквивалентности двухслойного уравнения M-XCIX и
двухкомпонентного уравнения Шредингера-Максвелла-Блоха

Аннотация: С открытием в конце 1960-х годов метода обратной задачи рассеяния,
возникшего в результате исследований по физике плазмы, увеличился интерес к
интегрируемым системам. М. Д. Краскал и Н. Забужский, исследуя уравнение Кортевега-
де Фриза, путём численного моделирования обнаружили, что его точные решения –
солитоны сталкиваются упруго, что не характерно для линейных волн. Это послужило
новым толчком к развитию различных методов решения нелинейных эволюционных
уравнений, а также солитонов и связанных с ними решений. В работе доказана
калибровочная эквивалентность 2-х компонентного уравнения Шредингера-Максвелла-Блоха,
Γ -спиновой системы и интегрируемой двухслойной спиновой системы, так называемого
двухслойного уравнения Mырзакулова-XCIX. Рассматриваемые системы уравнений являются
интегрируемыми и допускают представления Лакса. Установлены полные формы для
Γ -спиновой системы с самосогласованным потенциалом и двухслойной спиновой системы
с потенциалами. Уравнение Mырзакулова-XCIX – солитонное уравнение, описывающее
нелинейные процессы намагниченности в многослойных ферромагнетиках.

Ключевые слова: уравнение ШМБ, двухслойная спиновая система, эквивалентность,
калибровочное преобразование, условие совместности, представление Лакса.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-6836-2018-124-3-41-46

Введение. Солитоны представляют собой структурно устойчивые уединенные волны,
распространяющиеся в нелинейной среде [2,3]. Их особенностью является то, что солитоны
ведут себя подобно частицам при взаимодействии друг с другом или с некоторыми другими
возмущениями, т.е. они не разрушаются, а продолжают движение, сохраняя свою структуру
неизменной. Данное свойство открывает широкие возможности для использования солитонов,
в том числе для передачи данных на большие расстояния без помех. Заметим, что
солитоны проявляют себя в совершенно различных областях: в гидродинамике, оптике,
магнетизме и ДНК человека[4]. Рассмотрим солитоны в магнетиках. Нарушения магнитной
упорядоченности в ферро-, антиферро- и ферримагнетиках называют спиновыми волнами.
Спины атомов в этих веществах и связанные с ними магнитные моменты в основном
состоянии упорядочены. Отклонение магнитного момента от преимущественного направления
не локализуется на атоме, а в виде волны распространяется в среде. Таким образом, спиновая
волна – это элементарное возбуждение магнитной системы в магнитоупорядоченной среде
[5]. Динамика распространения волновых пакетов в магнетиках описывается спиновыми
системами. В данной работе получена интегрируемая двухслойная спиновая система,
калибровочно эквивалентная (1+1)-мерному двухкомпонентному уравнению Шредингера-
Максвелла-Блоха (ШМБ) [6,7]. Под двухслойной спиновой системой подразумевается
совокупность двух рядов атомов в ферромагнетике. С помощью калибровочного
преобразования получим Γ -спин систему и двухслойную спиновую систему - так называемое
двухслойное уравнение Mырзакулова-XCIX (M-XCIX)[7,10].

(1+1)-мерное двухкомпонентное уравнение Шредингера-Максвелла-Блоха.
Хорошо известное (1+1)-мерное двухкомпонентное уравнение Шредингера-Максвелла-

Блоха, описывающее динамику квантовой системы двух состояний, взаимодействующей
с электромагнитным режимом оптического резонатора, является интегрируемыми и
допускает представление Лакса и другие необходимые свойства для полной интегрируемости.
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Представление Лакса [11] для данной системы уравнений запишется как

Ψx = UΨ,

Ψt = (2ε1λU + V )Ψ,

где

U = −iλΣ + U0 =

−iλ q1 q2

−r1 iλ 0
−r2 0 iλ

 ,

V = V0 +
i

λ+ ω
V−1,

U0 =

 0 q1 q2

−r1 0 0
−r2 0 0

 , V0 =

i(q1r1 + q2r2) iq1x iq2x

ir1x −iq1r1 −ir1q2

ir2x −iq1r2 −iq2r2

 , V−1 =

 η1 −p1 −p2

−k1 η2 η3

−k2 η4 η5

 .

Здесь Ψ = (Ψ1(x, t),Ψ2(x, t),Ψ3(x, t))T (T транспонированная матрица), λ спектральный
параметр и Σ = diag(1,−1,−1) . Связность матричных операторов U и V имеет условие
нулевой кривизны

Ut − Vx + [U, V ]− 2ε1λUx = 0. (1)

Здесь коммутатор [U, V ] = UV − V U . Рассмотрим следующие редукции r1 = δq∗1, r2 =
δq∗2, k1 = δp∗1, k2 = δp∗2 , где ′′∗′′ означает комплексное сопряжение, δ = ±1 и ε1 = 1 .
Условие нулевой кривизны (1) дает уравнение ШМБ вида

iq1t + q1xx + 2(|q1|2 + |q2|2)q1 − 2ip1 = 0, (2)
iq2t + q2xx + 2(|q1|2 + |q2|2)q2 − 2ip2 = 0, (3)

p1x − 2iωp1 + (η2 − η1)q1 + η4q2 = 0, (4)
p2x − 2iωp2 + (η5 − η1)q2 + η3q1 = 0, (5)
η1x + p∗1q1 + p∗2q2 + p1q

∗
1 + q∗2p2 = 0, (6)

η2x − (q∗1p1 + p∗1q1) = 0, (7)
η3x − (q∗1p2 + p∗1q2) = 0, (8)
η4x − (q∗2p1 + p∗2q1) = 0, (9)
η5x − (q∗2p2 + p∗2q2) = 0, (10)

где qj , pj комплексные и ηj действительные функции, ω – действительная постоянная.
Калибровочная эквивалентность 2-х компонентного уравнения ШМБ, Γ -спин

системы и двухслойного уравнения М-XCIX.
Понятие калибровочной эквивалентности было введено в работе [12] и дальнейшее

развитие получило в работах [13,15]. Калибровочно-эквивалентными называются две системы
нелинейных уравнений, интегрируемые с помощью метода обратной задачи рассеяния, если
соответствующие плоские связности U,U

′
, V, V

′ определены в одном расслоении и получаются
друг из друга калибровочным преобразованием, не зависящим от λ , т.е. если U = ϕU

′
ϕ−1 +

ϕxϕ
−1, V = ϕV

′
ϕ−1 + ϕtϕ

−1 , где ϕ(x, t) ∈ GL(n,С). Тогда в соответствующих системах
линейных дифференциальных уравнений Ψ = ϕΦ [14], для получения новой интегрируемой
модели используем следующее калибровочное преобразование

Φ = ϕ−1Ψ, ϕ = Ψ|λ=λ0 .

Тогда Φ является решением системы линейных дифференциальных уравнений

Φx = U
′
Φ, (11)

Φt = V
′
Φ, (12)
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где

U ′ = −iξΓ, V ′ = −2i(ξ2 + 2λ0ξ)Γ +
1

2
ξ[Γ,Γx] +

i

ξ + λ0 + ω
W − i

λ0 + ω
W. (13)

Здесь

Γ = ϕ−1Σϕ, Γ2 = I, W = ϕ−1V−1ϕ, ξ = λ− λ0. (14)

Применив перекрестное дифференцирование Φxt = Φtx к системе уравнений (11)-(12),
получим условие нулевой кривизны для искомой системы

U ′t − V ′x + [U ′, V ′] = 0. (15)

Подставив значения (13) в (15) получим систему уравнений

iΓt +
1

2
[Γ,Γxx]− 4iλ0Γx −

1

λ0 + ω
[W,Γ] = 0, (16)

iWx − (λ0 + ω)[W,Γ] = 0, (17)

где

Γ =

 Γ11 Γ12 Γ13

Γ21 Γ22 Γ23

Γ31 Γ32 Γ33

 , W =

 W11 W12 W13

W21 W22 W23

W31 W32 W33

 .

Γ -спиновая система [16] с самосогласованным потенциалом (16)-(17) является калибровочным
эквивалентом двухкомпонентного уравнения ШМБ.

Пусть ϕ запишется как

ϕ =

ϕ1 −ϕ∗2 −ϕ∗3
ϕ2 ϕ∗1 0
ϕ3 0 ϕ∗1

 .

Тогда, компоненты матрицы Γ с учетом (14) будут

Γ =
1

∆

|ϕ1|2 − |ϕ2|2 − |ϕ3|2 −2ϕ∗1ϕ
∗
2 −2ϕ∗1ϕ

∗
3

−2ϕ1ϕ2 |ϕ2|2 − |ϕ1|2 − |ϕ3|2 2ϕ2ϕ
∗
3

−2ϕ1ϕ3 2ϕ∗2ϕ3 |ϕ3|2 − |ϕ1|2 − |ϕ2|2

 ,

где ∆ = |ϕ1|2 + |ϕ2|2 + |ϕ3|2 . Введем новые матричные функции A и B

A = g−1σ3g =

(
A3 A−

A+ −A3

)
, B = h−1σ3h =

(
B3 B−

B+ −B3

)
, (18)

где

g =

(
ϕ1 −ϕ∗2
ϕ2 ϕ∗1

)
, h =

(
ϕ1 −ϕ∗3
ϕ3 ϕ∗1

)
. (19)

Исходя из (18)-(19) компоненты матриц A и B перепишем как

A+ = −2ϕ1ϕ2

∆1
, A− = −2ϕ∗1ϕ

∗
2

∆1
, A3 =

|ϕ1|2 − |ϕ2|2

∆1
,

B+ = −2ϕ1ϕ3

∆2
, B− = −2ϕ∗1ϕ

∗
3

∆2
, B3 =

|ϕ1|2 − |ϕ3|2

∆2
,

где ∆1 = |ϕ1|2 + |ϕ2|2 и ∆2 = |ϕ1|2 + |ϕ3|2 . Через компоненты A и B , спиновая матрица Γ
выражается следующим образом

Γ =
1

∆

A3∆1 − |ϕ3|2 A−∆1 B−∆2

A+∆1 −A3∆1 − |ϕ3|2 2ϕ2ϕ
∗
3

B+∆2 2ϕ∗2ϕ3 −B3∆2 − |ϕ2|2

 ,
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также можно записать как

Γ =
1

K + 2

 2A3 −K 2A− 2B−(1+A3)
1+B3

2A+ −2A3 −K 2A+B−

1+B3
2B+(1+A3)

1+B3

2A−B+

1+B3
K − 2

 ,

где

K =
(1 +A3)(1−B3)

(1 +B3)
.

Cпиновые матрицы A и B удовлетворяют следующей системе уравнений, называемой
двухслойным уравнением M-XCIX

iAt +
1

2
[A,Axx] + i(u1 − 4λ0)Ax +

(
v1 −

η1 + η2

2(λ0 + ω)

)
[σ3, A]− 2

(λ0 + ω)
G = 0, (20)

iBt +
1

2
[B,Bxx] + i(u2 − 4λ0)Bx +

(
v2 −

η1 + η5

2(λ0 + ω)

)
[σ3, B]− 2

(λ0 + ω)
H = 0, (21)

где

u1 =
2ia

∆1
, u2 =

2ib

∆2
, v1 = −|q2|2∆

∆1
, v2 = −|q1|2∆

∆2
.

Здесь a = q∗2ϕ1ϕ
∗
3 − q2ϕ

∗
1ϕ3, b = q∗1ϕ1ϕ

∗
2 − q1ϕ

∗
1ϕ2 , G и H являются матричными функциями.

Система уравнений (20)-(21) описывает нелинейные процессы намагничивания в
двухслойных магнетиках.

Заключение. Соответствующие спиновые системы с потенциалами относятся к
общему семейству интегрируемых нелинейных эволюционных уравнений с дополнительными
потенциальными полями. Интегрируемость рассмотренных нами уравнений доказывается
наличием для них представлений Лакса. В статье показана калибровочная эквивалентность
2-х компонентного уравнения ШМБ, Γ -спиновой системы и двухслойного уравнения M-
XCIX. Уравнение M-XCIX является солитонным уравнением и описывает нелинейные процессы
намагниченности в двухслойных ферромагнетиках. Важным результатом этого исследования
было нахождение выражений для Γ -спиновой системы с самосогласованным потенциалом и
двухслойной спиновой системы с потенциалами – двухслойного уравнения M-XCIX.
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Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi, Астана, Қазақстан

Екi қабатты M-XCIX теңдеуi мен екi компоненттi Шредингер-Максвелл-Блох теңдеуiнiң калибровтi
эквиваленттiгi туралы

Аннотация: Интегралданатын жүйелерге деген қызығушылық 1960 жылдардың соңында плазма физикасындағы
зерттеулердiң нәтижесiнде туындаған керi шашырау әдiсiнiң ашылуымен артты. М.Д. Крускал және Н. Забужский
Кортевег-де Фриз теңдеуiн сандық модельдеу арқылы зерттеп, оның нақты солитондық шешiмдерiн сызықты
толқындарға тән емес икемдi түрде соқтығысатының тапты. Бұл сызықты емес эволюциялық теңдеулердi шешудiң
түрлi әдiстерiн, сондай-ақ солитондар мен олармен байланысты шешiмдердi дамытуға жаңа серпiн бердi. Осы жұмыста
екi компоненттi Шредингер-Максвелл-Блох теңдеуiнiң, Γ -спиндiк жүйенiң және интегралданатын екi қабатты спиндiк
жүйе – екi қабатты Мырзакулов-XCIX теңдеуiнiң калибровтi эквиваленттiлiгi дәлелдендi. Қарастырылып отырған
теңдеулер жүйелерiнiң интегралдануы Лакс көрiнiсiмен мойынданады. Өзара-келiсiлген потенциалы бар Γ -жүйе мен
потенциалдары бар екi қабатты спиндiк жүйесi үшiн толық түрлерi анықталды. Мырзакулов-XCIX теңдеуi көп қабатты
ферромагнетиктердегi сызықты емес магнетизациялау процестерiн сипаттайтын солитон теңдеуi болып табылады.

Түйiн сөздер: ШМБ теңдеуi, екi қабатты спиндiк жүйе, эквиваленттiк, калибровтi түрлендiру, сәйкестiк шарты,
Лакс көрiнiсi.

Zh.M. Sagidullayeva

L.N. Gumilyov Eurasian national university, Astana, Kazakhstan

On the gauge equivalence of the two-layer M-XCIX equation and the two-component
Schrödinger-Maxwell-Bloch equation

Abstract: The interest in integrable systems increased with the discovery in the late 1960s of the Inverse scattering problem
method, which arose as a result of investigations in plasma physics. M.D. Kruskal and N. Zabusky, investigating the Korteweg-de
Vries equation, found by numerical simulation that its exact soliton solutions collide resiliently, which is not typical for linear
waves. This served as a new impetus to the development of various methods for solving nonlinear evolution equations, as well as
solitons and solutions associated with them. The gauge equivalence of the two-component Schrödinger-Maxwell-Bloch equation,
the Γ -spin system and the integrable two-layer spin system, the so-called two-layer Myrzakulov-XCIX equation, is proved in
this work. These systems of equations are integrable and admit Lax representations. Complete formsfor the Γ -spin system
with a self-consistent potential and the two-layer spin system with potentials are established. The Myrzakulov-XCIX equation
is the soliton equation describing nonlinear magnetization processes in multilayer ferromagnets.

Keywords: SMB equation, two layer spin system, equivalence, gauge transformation, compatibility condition, Lax repre-

sentation.
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Основной текст статьи должен содержать введение/ постановку задачи/ цели/ историю, методы исследования,
результаты/обсуждение, заключение/выводы.

Таблицы включаются непосредственно в текст работы, они должны быть пронумерованы и сопровождаться ссылкой
на них в тексте работы. Рисунки, графики должны быть представлены в одном из стандартных форматов: PS, PDF,
TIFF, GIF, JPEG, BMP, PCX. Точечные рисунки необходимо выполнять с разрешением 600 dpi. На рисунках должны
быть ясно переданы все детали.

В статье нумеруются лишь те формулы , на которые по тексту есть ссылки.
Все аббревиатуры и сокращения , за исключением заведомо общеизвестных, должны быть расшифрованы при

первом употреблении в тексте.
Сведения о финансовой поддержке работы указываются на первой странице в виде сноски.
6. Список литературы должен содержать только те источники (пронумерованные в порядке цитирования или в

порядке английского алфавита), на которые имеются ссылки в тексте работы. Ссылки на неопубликованные работы,
результаты которых используются в доказательствах, не допускаются.

Авторам рекомендуется при оформлении ссылок исключить упоминание страниц и руководствоваться следующим
шаблоном: номер главы, номер параграфа, номер пункта, номер теоремы (леммы, утверждения, замечания к теореме и
т.п.), номер формулы. Например, "..., см. [3; § 7, лемма 6]"; "..., см. [2; замечание к теореме 5]". В противном случае
при подготовке англоязычной версии статьи могут возникнуть неверные ссылки.

Примеры оформления списка литературы
1 Воронин С. М., Карацуба А. А. Дзета-функция Римана. -М: Физматлит, -1994, -376 стр. - книга
2 Баилов Е. А., Сихов М. Б., Темиргалиев Н. Об общем алгоритме численного интегрирования функций многих

переменных // Журнал вычислительной математики и математической физики -2014. -Т.54. № 7. -С. 1059-1077. -
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3 Жубанышева А.Ж., Абикенова Ш. О нормах производных функций с нулевыми значениями заданного набора
линейных функционалов и их применения к поперечниковым задачам // Функциональные пространства и теория
приближения функций: Тезисы докладов Международной конференции, посвященной 110-летию со дня рождения
академика С.М.Никольского, Москва, Россия, 2015. - Москва, 2015. -С.141-142. - труды конференции

4 Нуртазина К. Рыцарь математики и информатики. -Астана: Каз.правда, 2017. 19 апреля. -С.7. - газетная статья
5 Кыров В.А., Михайличенко Г.Г. Аналитический метод вложения симплектической геометрии // Cибирские

электронные математические известия -2017. -Т.14. -С.657-672. doi: 10.17377/semi.2017.14.057. - URL:
http://semr.math.nsc.ru/v14/p657-672.pdf. (дата обращения: 08.01.2017). - электронный журнал

7. После списка литературы, необходимо указать библиографические данные на русском и английском языках (если
статья оформлена на казахском языке), на казахском и английском языках (если статья оформлена на русском языке) и на
русском и казахском языках (если статья оформлена на английском языке). Затем приводится комбинация англоязычной
и транслитерированной частей списка литературы и сведения по каждому из авторов (научное звание, служебный адрес,
телефон, e-mail - на казахском, русском и английском языках).

8. Работа с электронной корректурой. Статьи, поступившие в Отдел научных изданий (редакция), отправляются
на анонимное рецензирование. Все рецензии по статьям отправляются автору. Авторам в течение трех дней
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(вычислительного) поперечника

Введение

Текст введения...
Авторам не следует использовать нестандартные пакеты LaTeX (используйте их лишь в

случае крайней необходимости)

Заголовок секции

1.1 Заголовок подсекции
Окружения.

Теорема 1. ...

Лемма 1. ...

Предложение 1. ...

Определение 1. ...

Следствие 1. ...

Замечание 1. ...

Теорема 2 (Темиргалиев Н. [2]). Текст теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Текст доказательства.

2. Формулы, таблицы, рисунки

δN (εN ;DN )Y ≡ δN (εN ;T ;F ;DN )Y ≡ inf
(l(N),ϕN)∈DN

δN

(
εN ;

(
l(N), ϕN

))
Y
, (25)

где δN
(
εN ;

(
l(N), ϕN

))
Y
≡ δN (εN ;T ;F ;

(
l(N), ϕN

)
)Y ≡

≡ sup
f∈F∣∣∣γ(τ)

N

∣∣∣≤1(τ=1,...,N)

∥∥∥Tf (·)− ϕN
(
l
(1)
N (f) + γ

(1)
N ε

(1)
N , ..., l

(N)
N (f) + γ

(N)
N ε

(N)
N ; ·

)∥∥∥
Y
.

Таблицы, рисунки необходимо располагать после упоминания. С каждой иллюстрацией должна
следовать надпись.

3. Ссылки и библиография

Для ссылок на утверждения, формулы и т. п. можно использовать метки. Например, теорема 2,
Формула (25)
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Таблица 1 – Название таблицы

Простые Не простые
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14

Рисунок 1 – Название рисунка

Для руководства по LATEX и в качестве примера оформления ссылок, см., например, Львовский С.М.
Набор и верстка в пакете LATEX. Москва: Космосинформ, 1994.
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