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Групповая скорость и поток электромагнитной энергии в ромбических кристаллах

Аннотация: В настоящее время интенсивно изучают среды, обладающие
магнитоэлектрическими, пьезомагнитными и магнитострикционными эффектами. При
изучении волновых процессов в таких средах, необходимо учитывать анизотропию тензора
магнитной проницемости. Волновые процессы в анизотропных средах имеют качественно
иные закономерности в сравнении с изотропными. Наряду с изменением величины фазовой
скорости от направления распространения, направления фазовой и групповой скоростей не
совпадают. В связи с этим в данной статье рассмотрено распространение электромагнитных
волн ТЕ и ТМ поляризации в анизотропной среде ромбической симметрии в координатной
плоскости xoz. Определены уравнения индикатрис фазовой, групповой скорости и скорости
Vθ . Получено формула для угла между векторами фазовой и групповой скоростей γ .
Определено направление групповой скорости в плоскости xoz. Получен вектор потока
электромагнитной энергии S~ . Показано совпадение направления потока энергии и групповой
скорости. Рассмотрено преломление ТЕ и ТМ волн на границе изотропного полупространства
и анизотропного полупространства ромбической анизотропии. Определены угол преломления
и угол полного внутреннего отражения

Ключевые слова: анизотропия, ромбическая симметрия, ТЕ и ТМ электромагнитные
волны, фазовая и групповая скорости, поток электромагнитной энергии.
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Введение. Волновые процессы в анизотропных средах имеют качественно иные
закономерности в сравнении с изотропными. Наряду с изменением величины фазовой скорости
от направления распространения, направления фазовой и групповой скоростей не совпадают.

Кроме того, проявляется различная зависимость характеристик волновых процессов от
тензоров диэлектрической и магнитной проницаемости для волн ТЕ и ТМ поляризации.
Оптически прозрачные среды, для которых магнитная проницаемость равна единице,
традиционно, более изучены. [1− 3]

В настоящее время интенсивно изучают среды, обладающие магнитоэлектрическими,
пьезомагнитными и магнитострикционными эффектами. [4 − 7] При изучении волновых
процессов в таких средах, необходимо учитывать анизотропию тензора магнитной
проницаемости.

Компоненты фазовой скорости определяют закономерности отражения и преломления волн
на границе сред. Компоненты вектора групповой скорости дают направление и скорость потока
энергии.

В настоящей работе на основе матричного метода матрицанта [6 − 8, 13, 14] рассмотрены
вопросы вывода индикатрис волнового вектора, фазовой и групповой скоростей, потока
энергии и закономерности отражения преломления волн в ромбических кристаллах.

1. Исходные соотношения. Исходными является уравнения Максвелла

rot ~E = −∂
~B

∂t
; rot ~H =

∂ ~D

∂t
; div ~D = 0; div ~B = 0;~j = 0; ρ = 0;Di = εijEj ;Bi = µijHj (1)

и тензоры диэлектрической и магнитной проницаемости ромбической анизотропии:
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ε̂ =

εx 0 0
0 εy 0
0 0 εz

 ; µ̂ =

µx 0 0
0 µy 0
0 0 µz

 ; (2)

Абсолютные проницаемости ε0 , µ0 содержатся (включены) в εij , µij на основе
представления:

f(x, y, z, t) = f̄(z)eiwt−ikxx−ikyy (3)

Система уравнений (1) приводится к матричному уравнению:

d ~W

dt
= B ~W ; ~W = (Ey, Hx, Hy, Ex)t (4)

T - знак транспонирования вектор-строки в вектор-столбец.
Матрица коэффициентов B имеет такую структуру:

B̂ =


0 b12 b13 0
b21 0 0 b24

−b24 0 0 b34

0 −b13 b43 0

 ; (5)

C элементами bij :

b12 = iωµx − i
k2
y

ωεz
, b13 = i

kxky
ωεz

, b21 = iωεy − i
k2
x

ωµz
,

b24 = i
kxky
ωµz

, b34 = −iωεx + i
k2
y

ωµz
, b43 = −iωµy + i

k2
y

ωεz
. (6)

В рамках метода матрицанта, в случае однородных сред, уравнения поверхности волновых
векторов могут быть определены из условия:

det[B̂2 + k2
zI] = 0 (7)

Здесь I – единичная матрица.
2. Волны ТЕ поляризации.Плоскость xоz. В координатной плоскости xoz, при ky = 0

из (5)-(7) следует индикатриса волнового вектора ТЕ волны:

k2 =
ω2εyµxµz

µzcos2θ + µxsin2θ
; kx = ksinθ; kz = kcosθ (8)

θ - угол между осью z и векторам ~k в координатной плоскости xоz.
Индикатриса фазовой скорости на основе (8) описывается уравнением:

V 2
f =

µzcos
2θ + µxsin

2θ

εyµxµz
; (9)

Используя соотношение Рэлея:

~Vg = ~nVf + ~nθ
∂Vf
∂θ

= ~nVf + ~nθVθ (10)

получим:
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Vθ =
∂Vf
∂θ

=
(µx − µz)sinθcosθ

εyµxµzVf
(11)

Единичные вектора ~n и ~nθ направлены вдоль вектора фазовой скорости ( ~n ) и
перпендикулярно ему ( ~nθ ). Угол γ между векторами фазовой скорости и векторами
групповой скорости определяется соотношением:

tgγ =
Vθ
Vf

=
(µx − µz)sinθcosθ
µzcos2θ + µxsin2θ

=
(µx − µz)tgθ
µz + µxtg2θ

(12)

Угол β между вектором групповой скорости и осью z в координатной плоскости xоz равен:

β = θ + γ (13)

Поскольку

tgβ =
tgθ + tgγ

1− tgθtgγ
(14)

получим:

tgβ =
µx
µz
tgθ (15)

Абсолютные значение групповой скорости следует из (9)-(12). Используя (12) получим:

V 2
g = V 2

f + V 2
θ =

1

εyµxµz

µ2
z + µ2

xtg
2θ

µz + µxtg2θ
(16)

При θ = 0 из (9) и (16) следует:
V 2
g = V 2

f = 1
εyµx

;Vθ = 0

Если θ = π
2 , то:

V 2
g = V 2

f = 1
εyµz

;Vθ = 0

Производная от tgγ , по θ равна нулю при:

µz = µxtg
2θ (17)

это значит, что при

tg2θ0 =
µz
µx

(18)

Отклонение вектора групповой скорости от вектора фазовой скорости максимально. При
этом:

V 2
g =

µx + µz
2εyµxµz

;V 2
f =

2

εy(µx + µz)
;V 2

θ =
(µx − µz)2

2εyµxµz(µx + µz)
. (19)

Справедливо соотношение:

V 2
g × V 2

f =
1

ε2yµxµz
. (20)
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В рассматриваемом случае как волны имеет компоненты:
~E = ~jEy ; ~H =~iHx + ~kHz .
Здесь ~i ,~j ,~k единичные орты вдоль координатных осей x,y,z. Из уравнений Максвелла (1)

и представления решения в виде плоских волн (3) следует соотношения:

Hz =
kx
ωµz

Ey, Hx = − kz
ωµx

Ey (21)

Для вектора потока энергии ~S имеет:

~S = [ ~E × ~H] =~iEyHz − ~kEyHx (22)

Направление вектора ~S определяется соотношением

tgβs =
Sx
Sz

=
kxµx
kzµz

=
µx
µz
tgθ = tgβ (23)

Из (22) следует, что вектор ~S по направлению совпадает с направлением вектора групповой
скорости (15)

Таким образом

Sx = EyHz =
kx
ωµz

E2
y ;Sz = −EyHx =

kz
ωµx

E2
y (24)

Абсолютное значение потока:
S2 = S2

x + S2
z = k2xµ

2
x+k2zµ

2
z

ω2µ2xµ
2
z
E4
y = 1

V 2
f

µ2xcos
2θ+µ2xsin

2θ
µ2xµ

2
z

E4
y

С учетом (9) получим:

S2 =
1

εyµxµz

µ2
z + µ2

xtg
2θ

µz + µxtg2θ
(εyE

2
y)2 = V 2

g (εyE
2
y)2 (25)

3. Волны ТМ поляризации. Плоскость xoz. На основе (5) – (7), индикатриса волнового
вектора ТМ волны в плоскости xoz принимает вид:

k2 =
ω2µyεxεz

εzcos2θ + εxsin2θ
(26)

Индикатриса фазовой скорости описывается уравнением:

V 2
f =

εzcos
2θ + εxsin

2θ

µyεxεz
(27)

Из соотношения Рэлея (10) и (26) следует

Vθ =
∂Vf
∂θ

=
(εx − εz)sinθcosθ

µyεxεzVf
(28)

Как и в случае волн ТЕ поляризации, скорости Vf и Vθ позволяют определить угол γ
между векторами фазовой и групповой скоростей:

tgγ =
Vθ
Vf

=
(εx − εz)sinθcosθ
εzcos2θ + εxsin2θ

=
(εx − εz)tgθ
εz + εxtg2θ

(29)

Для угла β , определяющего направление групповой скорости, справедливо соотношение
аналогичное (15):
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tgβ =
εx
εz
tgθ, β = θ + γ (30)

На основе (26), (27) определяется абсолютная величина групповой скорости:

V 2
g = V 2

f + V 2
θ =

1

µyεxεz

ε2z + ε2xtg
2θ

εz + εxtg2θ
(31)

Из (26), (27), (30) следует: при θ = 0

V 2
g = V 2

f =
1

µyεx
;Vθ = 0 (32)

При θ = π
2

V 2
g = V 2

f =
1

µyεz
;Vθ = 0 (33)

Равенство нулю производной от tgγ по θ в (28) дает

tg2θ0 =
εz
εx

(34)

При угле θ = θ0 , угол между направлениями фазовой и групповой скоростями максимален.
В этом случае:

V 2
g =

εx + εz
2µyεxεz

;V 2
f =

2

µy(εx + εz)
;V 2

θ =
(εx − εz)2

2µyεxεz(εx + εz)
(35)

В случае ТМ волн электромагнитное поле имеет ненулевые компоненты

~E =~iEx + ~kEz; ~H = ~jHy (36)

следовательно:

~S = [ ~E × ~H] = −~iEzHy + ~kExHy (37)

Для поля волн выполняется соотношения:

Ex =
kz
ωεx

Hy;Ez = − kx
ωεz

Hy (38)

Из (36) и (37) получим:

tgβs =
Sx
Sz

= −Ez
Ex

=
kxεx
kzεz

=
εx
εz
tgθ = tgβ (39)

В случае волн ТМ поляризации также (38) и (29) равны.
4. Преломление волн ТЕ поляризации. Рассматривается преломление

электромагнитных волн ТЕ поляризации на границе изотропной среды и анизотропного
полупространства ромбической симметрии в координатной плоскости xoz. На границе контакта
полупространств выполняется условие

k0sinθ0 = ksinθ = kx (40)

Индекс «0» относится к изотропной среде. Используя вид к (8) и (39) получим:
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k2
0sin

2θ0 =
ω2εyµxµzsin

2θ

µzcos2θ + µxsin2θ
=
ω2εyµxµztg

2θ

µz + µxtg2θ
(41)

откуда:

tg2θ =
µzk

2
0sin

2θ0

ω2εyµxµz − µxk2
0sin

2θ
=
µz
µx

k2
0sin

2θ0

ω2εyµz − k2
0sin

2θ0
(42)

Угол θ определяет направление волнового вектора и фазовой скорости преломленной волны.
Учитывая зависимость (15) получим направление групповой скорости и потока энергии:

tg2β =
µx
µz

k2
0sin

2θ0

ω2εyµz − k2
0sin

2θ0
(43)

При θ0 = π
2 , в следствии обратимости из (41) следует:

tg2θot =
µzk

2
0

µx(ω2εyµz − k2
0)

(44)

В данном случае, (43) дает угол полного внутреннего отражения. Формула (42), при этом
определяет направление потока энергии к границе.

tg2βot =
µx
µz

k2
0

ω2εyµz − k2
0

(45)

5. Преломление волн ТМ поляризации. В этом случае из (39) с учетом (25) имеем:

k2
0sin

2θ0 =
ω2µyεxεztg

2θ

εz + εxtg2θ
(46)

откуда следует:

tg2θ =
εz
εx

k2
0sin

2θ0

ω2µyεz − k2
0sin

2θ0
(47)

Направление потока энергии в преломленной волне определяется формулой:

tg2β =
εx
εz

k2
0sin

2θ0

ω2µyεz − k2
0sin

2θ0
(48)

Аналогично находится угол полного внутреннего отражения:

tg2θot =
εz
εx

k2
0

ω2µyεz − k2
0

(49)

и направление групповой скорости и потока энергии к границе полупространства:

tg2βot =
εx
εz

k2
0

ω2µyεz − k2
0

(50)
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Заключение и выводы
1. Рассмотрено распространение электромагнитных волн ТЕ и ТМ поляризации в

анизотропной среде ромбической симметрии в координатной плоскости xoz.
2. Определены уравнения индикатрис фазовой, групповой скорости и скорости Vθ .
3. Получена формула для угла между векторами фазовой и групповой скоростей - γ .
4. Определено направление групповой скорости в плоскости xoz.
5. Получен вектор потока электромагнитной энергии ~S . Показано совпадение направления

потока энергии и групповой скорости.
6. Рассмотрено преломление ТЕ и ТМ волн на границе изотропного полупространства и

анизотропного полупространства ромбической анизотропии. Определены угол преломления и
угол полного внутреннего отражения.

7. Из полученных результатов следует зависимость характеристик волнового процесса в
случае ТЕ волн от анизотропии тензора магнитной проницаемости и ТМ волн от анизотропии
тензора диэлектрической проницаемости.
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Ромбылық кристалдардағы топтық жылдамдық пен электромагниттiк энергия
ағыны

Аңдатпа Қазiргi уақытта магнитоэлектрлiк, пьезомагниттiк және магнитострикциондық
кұбылыстарға ие орталар қарқынды зерттелуде. Осындай орталарда толқындық процесстердi
зерттеу кезiнде, магниттiк өтiмдiлiк тензорының анизотропиясын ескеру қажет. Анизотропты
орталардағы толқындық процестер изотропты орталармен салыстырғанда сапалы өзге
заңдылықтарға ие. Сонымен қатар фазалық жылдамдық шамасының таралу бағытының
өзгеруiне орай, фазалық және топтық жылдамдықтар бағыттары сәйкес келмейдi.

Осыған байланысты, мақалада xoz координат жазықтығындағы ромбылық симметриялы
анизотроптық ортада ТЕ (тензорлық электрлiк толқыны) және ТМ (тензорлық
электромагниттiк толқыны) поляризациялы электромагниттiк толқындардың таралуы түрiнде
қарастырылған. Яғни, Vθ -жылдамдығының, топтық және фазалық жылдамдықтардың
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индикатрис теңдеулерi анықталған. Фазалық және топтық жылдамдық векторларының
арасындағы γ бұрышы үшiн формула алынған. xoz жазықтығындағы топтық жылдамдықтың
бағыты анықталған. Электромагниттiк энергия ~S ағынының векторы алынған.Топтық
жылдамдық және энергия ағынының бағыттарының сәйкес келуi көрсетiлген. Изотропты
жартылай кеңiстiгi мен ромбылық анизотропияның анизотропты жартылай кеңiстiгiнiң
шекарасындағы ТЕ және ТМ толқындарының сынуы қарастырылды. Сыну бұрышы және
толық iшкi шағылу бұрышы анықталды.
Түйiн сөздер: анизотропия, ромбылық симметрия, ТЕ және ТМ электромагниттiк

толқындар, фазалық және топтық жылдамдық, электромагниттiк энергия ағыны.

S.K. Tleukenov 1 , K.N. Balabekov 2 , Z.K. Zhalgasbekova 3

1 L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan

Group velocity and flow of electromagnetic energy in rhombic crystals

Abstract: At present, media with magnetoelectric, piezomagnetic and magnetostrictive effects
are intensively studied. When studying the wave processes of such media, it is necessary to take
into account the anisotropy of the magnetic permeability tensor.

Wave processes in anisotropic media have qualitatively different regularities in comparison with
anisotropic ones. Along with the change in the value of the phase velocity from the direction of
propagation, the directions of the phase and group velocities do not coincide.

In this regard, this article considers the propagation of electromagnetic waves ET and ET po-
larization in an anisotropic medium of rhombic symmetry in the xoz coordinate plane. Defined by
equations of the distribution of phase and group speed and velocity Vθ .The formula for the angle
between the vectors of phase and group velocities γ is obtained . The direction of the group velocity
in the xoz plane is determined. Received vector of electromagnetic energy flow ~S . The coincidence
of the direction of the energy flow and the group velocity is shown. The refraction of ET and ET
waves at the boundary of isotropic half-space and anisotropic half-space of rhombic anisotropy is
considered. The angle of refraction and the angle of total internal reflection are determined.
Keywords: anisotropy, rhombic symmetry, ET and ET electromagnetic waves, phase and group

velocity, electromagnetic energy flow.
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случае крайней необходимости)

Заголовок секции

1.1 Заголовок подсекции
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Теорема 1. ...

Лемма 1. ...

Предложение 1. ...

Определение 1. ...

Следствие 1. ...

Замечание 1. ...

Теорема 2 (Темиргалиев Н. [2]). Текст теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Текст доказательства.

2. Формулы, таблицы, рисунки

δN (εN ;DN )Y ≡ δN (εN ;T ;F ;DN )Y ≡ inf
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))
Y
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(N)
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N ; ·
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Y
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Таблицы, рисунки необходимо располагать после упоминания. С каждой иллюстрацией должна
следовать надпись.

3. Ссылки и библиография

Для ссылок на утверждения, формулы и т. п. можно использовать метки. Например, теорема 2,
Формула (51)
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Таблица 1 – Название таблицы
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Рисунок 1 – Название рисунка
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