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МРНТИ 29.05.41

А.Е. Мадиярова 1 , О.В. Разина 2 , П.Ю. Цыба 3

Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан
(E-mail: 1 madiyarova96@list.ru, 2 olvikraz@mail.ru, 3 pyotrtsyba@gmail.com)

Модель гравитации Эйнштейна-Картана с f-эссенцией

Аннотация: В данной статье рассматривается модель гравитации Эйнштейна-Картана с f-
эссенцией в четырех измерениях совместно с однородной, изотропной и плоской Вселенной
Фридмана-Робертсона-Уокера. Для этой модели найдена система уравнений движения.
Построенно степенное решение для масштабного фактора a = a0t

α . Для ускоренного
расширения Вселенной необходимо α > 1. Востановлен фермионный потенциал. Для более
полного описания кинематики космологического расширения найдены плотность энергии ρ ,
давление p , параметр уравнения состояния w , параметр замедления q , параметр рывка
j и параметр щелчка s . Изучены энергетические условия. Эти условия накладывают
независящие от модели ограничения на поведение плотности энергии и давления. Построенны
соответствующие графики.

Ключевые слова: Гравитация Эйнштейна-Картана, f -эссенция, энергетические условия,
уравнение состояния, параметр замедления, параметр рывка, параметр щелчка.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-68-36-2019-126-1-38-47

Введение. Происхождение, наблюдаемого в настоящее время, ускоренного расширения
Вселенной стало одной из самых важных проблем современной космологии и даже
теоретической физики в целом. Среди разных теоретических моделей, пытающихся объяснить
это ускоренное расширение [1]-[3] можно выделить две основные тенденции: (1) введение новой
гипотетической формы материи с большим отрицательным давлением, называемое темной
энергией (ТЭ), в рамках общей теории относительности (ОТО) (космологическая постоянная,
различные виды квинтэссенции, фантомное поле и т. д.) и (2) разные предложения в
модифицированных теориях гравитации, таких как f(R)-теории, многомерные теории и теории
неримановой геометрии, такие как геометрия Римана-Картана с кручением. Простейшей
теорей такого рода является теория гравитации Эйнштейна-Картана (ТЭК) [4], которая также
приводит к модели ускоренного расширения Вселенной [5].

ТЭК можно рассматривать как вырожденную версию [6] калибровочной теории
тяготения Пуанкаре (КТТП), в которой гравитационный лагранжиан содержит инварианты,
квадратичные по кривизне и торсионные тензоры. В отличие от этого, в ТЭК кручение
не является динамическим, поскольку его гравитационное действие уменьшает скаляр
кривизны пространства-времени Римана-Картана непосредственно обобщая действие ОТО.
Эта теория гравитации является правдоподобной: ее наблюдательные прогнозы согласуются
с классическими опытами ОТО, но существенно отличаются от ОТО высокой плотностью
материи [4].

Теории с кручением являются весьма интересными, поскольку кручение естественным
образом возникает во многих подходах, таких как супергравитация [7] и суперструна [8]. Одним
из простейших примеров ТЭК является f(R) гравитация с кручением [9], [10] и как показано в
[10], кручение может играть роль ТЭ и вызывать ускоренное расширение Вселенной.

Более того, существование осциллирующих Вселенных в ТЭК [5] показывает, что кручение
может заменить «Экзотические» источники, нарушающие слабые и нулевые энергетические
условия (WEC и NEC). Как известно, такие нарушения в ОТО являются необходимым
условием для существования проходимых кротовых нор [11]. Кротовые норы являются
предметом особого интереса, как возможные машины времени между различными Вселенными
или отдаленными частями одной и той же Вселенной [12].

В данной статье будем использовать сигнатуру (−,+,+,+) и единицы измерения выбираем
так, что c = ~ = 1 .
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В контексте теории Эйнштейна-Картана аффинная связность Γρµν не является
симметричной и его антисимметричная часть определяет тензор кручения [13], [14]

Cλµν = Γλµν − Γλνµ ≡ 2Γλ[µν].

Взаимосвязь аффинной связности Γλνµ с символами Кристоффеля Γ̃λνµ получается через
условие для метрического тензора ∇σgµν = 0 , что дает

Γλνµ = Γ̃λνµ +Kλ
νµ, (1)

где Kλ
νµ - является конторсионным тензором, определяемым формулой

Kλ
νµ =

1

2
(Cλνµ + Cλνµ + Cλµν). (2)

Если мы имеем дело с фермионными полями как источниками гравитационного поля, удобно
использовать тетрадный формализм. Тетрада eaµ определяет ортонормированное множество
векторов, которое удовлетворяет соотношению gµν = eaµe

b
νηab , где ηab - метрический тензор

Минковского. В тетрадном формализме условие метрики соответствует условию тетрады

Dνe
aµ ≡ ∂νeaµ + Γµρνe

aρ + ωabν e
µ
b = 0, (3)

где ωabν обозначает спиновую связанность. В терминах спиновой связанности тензор Римана
имеет вид

Rabµν = ∂µω
ab
ν − ∂νωacω

a
νcb

µ − ωacν ωbµc
и тензор Риччи дается выражением Rµν = eσaebνR

ab
σµ . Из условия тетрады (3) можно записать

ωabµ = ω̃abµ +Kab
µ ,

из уравнения (1) и определения символов Кристоффеля Γ̃λνµ .Спиновая связанность ω̃abµ это
функции тетрады, т. е.

ω̃abµ =
eaρ

2
(∂µe

b
ρ − ∂ρebµ)− ebρ

2
(∂µe

a
ρ − ∂ρeaµ) +

eaρ

2
(∂σe

c
ρ − ∂ρecσ)ebσecµ.

Тензор Риччи Rµν также может быть записан через функцию, которая не зависит от
конторсионного тензор Kλ

νµ и функцию зависящую от нее

Rµν = R̃µν + ∇̃λKλ
µλ +Kλ

θλK
θ
µν −Kλ

θνK
θ
µλ, (4)

где R̃µν и ∇̃ - тензор Риччи и ковариантная производная соответственно.
Дираковские матрицы в пространстве-времени Минковского обозначаются через γa c a =

0, 1, 2, 3 тогда как обобщенные матрицы Дирака - заданные γµ = eaµγa -удовлетворяют алгебре
Клиффорда {γµ, γν} = 2gµν , где скобки обозначают антикоммутационные соотношения. Как
обычно, скобки [γa, γb] будут обозначать коммутационные отношения и γ5 = −iγ0γ1γ2γ3 . Где
матрицы γi равны

γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , γ1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

 ,

γ2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 , γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

 .

Уравнения Эйнштейна и Дирака.
Плотность лагранжиана фермионного поля определяется формулой

L =
i

2
(ψ̄γµDµψ − D̄µψ̄γ

µψ)−mψ̄ψ − V (ψ̄, ψ),
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где ψ и ψ̄ = ψ†γ0 обозначают спинорное поле и его сопряженное, соответственно, m -
масса фермиона, а V его потенциал самодействия. Ковариантные производные Dµψ и D̄µψ̄

задаются в терминах спиновой связанности ωabµ в виде

Dµψ = ∂µψ +
1

8
ωabµ [γa, γb]ψ, D̄µψ̄ = ∂µψ̄ −

1

8
ωabµ ψ̄[γa, γb]. (5)

В рамках теории Эйнштейна-Картана действие для фермионного поля, минимально
связанного с гравитационным полем записывается как

S =

∫
d4xe

[
− 1

16πG
eµae

ν
bR

ab
µν +

i

2
(ψ̄γµDµψ − D̄µψ̄γ

µψ)−mu− V (u)

]
, (6)

где e = det(eµa) , u = ψ̄ψ , а G - гравитационная постоянная.
Уравнения поля получают из действия (6) следующим образом. Сначала варьирование

действия (6) по отношению к тетраде приводит к уравнениям поля Эйнштейна

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν , (7)

где тензор энергии-импульса задан

Tµν =
i

2
(ψ̄γνDµψ − D̄µψ̄γνψ)− Lgµν .

Далее уравнения Дирака следуют из вариации действия (6) по ψ̄ и ψ , что дает

iγµDµψ −mψ −
dV

dψ̄
= 0, iD̄µψ̄γ

µ +mψ̄ +
dV

dψ̄
= 0.

Наконец, из вариации действия (6) относительно спиновой связанности следует следующее
выражение для тензора кручения

Cµkλ = −4πGεabcde
a
λe
b
ke
cµ(ψ̄γ5γ

dψ) = 0, (8)

где εabcd является тензором Леви-Чивита, который равен

εabcd =


+
√
e, если (a, b, c, d) есть четная перестановка набора (1, 2, 3, 4),

−
√
e, если (a, b, c, d) есть нечетная перестановка набора (1, 2, 3, 4),

0, если хотя бы два индекса совпадают.

Как только тензор кручения задается уравнением (8), из (2) можно получить следующее
выражение для конторсионного тензора

Kλ
νµ = −2πGεabcde

a
µe
b
νe
cλ(ψ̄γ5γ

dψ).

Уравнения Эйнштейна (7) можно переписать, введя симметричный тензор Риччи R̃µν
используя связь (4). Из полученного уравнения можно получить два уравнения, первое
относится к его симметричной части, а второе к его антисимметричной части. Симметричная
часть аналогична уравнениям Эйнштейна

R̃µν −
1

2
R̃gµν = 8πG

(
T̃µν −

3

2
πGgµνσ

2

)
,

где было введено обозначение σ2 = (ψ̄γ5γ
dψ)2 и симметричный тензор энергии-импульса

дается формулой

T̃µν =
i

2
(ψ̄γ(νD̃µ)ψ − ˜̄D(µψ̄γν)ψ)− L̃gµν ,

где, L̃ является лагранжианом без эффектов кручения, производные D̃µ и ˜̄D задаются
выражением (5) заменой спиновой связи ωabµ на ω̃abµ .

Соответствующая антисимметричная часть имеет следующее выражение

∇̃λKλ
µν = 4πGi(ψ̄γ(νD̃µ)ψ − ˜̄D(µψ̄γν)ψ).
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Модель гравитации Эйнштейна-Картана с f-эссенцией
Рассмотрим модель гравитации Эйнштейна-Картана с f-эссенцией с действием в виде

S =

∫
d4xe[− 1

16πG
eµae

ν
bR

ab
µν +K(Y, ψ, ψ̄)],

где лагранжиан f-эссенции имеет вид

K = Y −mu− V (u)

Действие для гравитации Эйнштейна-Картана с f-эссенцией рассмотрим совместно с
однородной, изотропной, плоской метрикой Фридмана-Робертсона-Уокера (ФРУ)

ds2 = −dt2 + a(t)2(dx2 + dy2 + dz2), (9)

где a(t) является масштабным фактором Вселенной.
Скалярная кривизна и детерминант метрического тензора равны

R = 6(
ä

a
+
ȧ2

a2
),

e = det(eµa) = a3.

Для метрики ФРУ (9) лагранжиан f-эссенции примет вид

Y =
i

2
(ψ̄γ0ψ̇ − ˙̄ψγ0ψ) +

3πG

2
(ψ̄γ5γ

iψ)2. (10)

Для метрики ФРУ (9) с учетом (10) лагранжиан модели гравитации Эйнштейна-Картана с
f-эссенцией примет вид

L = −6aȧ2 + 16πGa3[
i

2
(ψ̄γ0ψ̇ − ˙̄ψγ0ψ) +

3πG

2
(ψ̄γ5γ

iψ)2 −mu− V ].

Найдем с помощью уравнения Эйлера-Лагранжа уравнения движения для масштабного
фактора a

La − (Lȧ)t = 0,

2Ḣ + 3H2 + 8πGp = 0,

где

p = Vuu− V −
3πG

2
σ2.

Найдем с помощью уравнения Эйлера-Лагранжа уравнения движения для ψ̄ и ψ

Lψ − (Lψ̇)t = 0,

˙̄ψ + 1.5Hψ̄ − imψ̄γ0 − iVψγ0 + 3πGi(ψ̄γ5γ
iψ)(ψ̄γ5γ

i)γ0 = 0,

Lψ̄ − (L ˙̄ψ
)t = 0,

ψ̇ + 1.5Hψ + imγ0ψ − iγ0Vψ̄ − 3πGiγ0(ψ̄γ5γ
iψ)(γ5γ

iψ) = 0.

Из условия нулевой энергии получаем

Lȧȧ+ Lψ̇ψ̇ + L ˙̄ψ
˙̄ψ − L = 0,

3H2 − 8πGρ = 0,

где

ρ = mu+ V − 3πG

2
σ2.

Тогда полная система уравнений движения примет вид

3H2 − 8πGρ = 0, (11)
2Ḣ + 3H2 + 8πGp = 0, (12)

ψ̇ + 1.5Hψ + imγ0ψ − iγ0Vψ̄ − 3πGiγ0(ψ̄γ5γ
iψ)(γ5γ

iψ) = 0, (13)
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˙̄ψ + 1.5Hψ̄ − imψ̄γ0 − iVψγ0 + 3πGi(ψ̄γ5γ
iψ)(ψ̄γ5γ

i)γ0 = 0, (14)

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0, (15)
где

ρ = mu+ V − 3πG

2
σ2, p = Vuu− V −

3πG

2
σ2. (16)

Уравнения (11), (12) являются уравнениями Фридмана, уравнения (13), (14) уравнениями
Дирака, уравнение (15) уравнением сохранения, (16) плотность энергии и давление,
соответственно. Из уравнений (11) и (14) можно получить выражения связывающие
масштабный фактор a и функции u и σ

u =
c

a3
, σ =

σ0

a3
,

где c и σ0 константы интегрирования.
Система уравнений (11)-(16) имеет следующее степенное решение

a = a0t
α,

где a0 и α некоторые константы.

Рисунок 1 – Масштабный фактор a как функция от t

На рисунке 1 изображена зависимость масштабного фактора a от времени t при a0 = 5 и
различных значений α (точечная линия α = 6 , сплошная линия α1 = 2 , штрих-пунктирная
линия α2 = 1 , пунктирная линия α3 = 1

2 ). Как видно из рисунка 1, так как a(t) имеет
значение радиуса Вселенной, для ускоренного расширения Вселенной необходимо α > 1 .

Решение для фермионного поля будем искать в виде

ψk = Ak(t)e
iDk(t), (k = 0, 1, 2, 3)

где Ak и Dk некоторые функции зависящие от t . Коэффициенты Ak и Dk найдем из
уравнений Дирака (13), (14)

Ak = Ak0a0t
− 3

2
α,

Dk = −3πGσ0(σ0 + c)

ca3
0(1− 3α)

t1−3α − 2αa3
0t

3α−1

c(3α− 1)
+Dk0,

где Ak0 и Dk0 константы интегрирования.
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Рисунок 2 – Зависимость плотности энергии и давления от t.

Потенциал фермионного поля найдем из уравнений Фридмана (11) , (12) совместно с (16)

V =
3πGσ2

0

2a6
0t

6α
+ 3α2t−2 − mc

a3
0t

3α
+ V0,

где V0 константа интегрирования. Плотность энергии и давления из уравнений (11) и (12)
равны (дальше единицы измерения выбираем так, что 8πG = 1 )

p = −α(3α+ 2)t−2,

ρ = 3α2t2.

На рисунке 2 показана зависимость давления p (пунктирная линия) и плотности энергии ρ
(сплошная линия) от t . Для темной энергии давление должно быть отрицательным. Наша
модель соответствует теоретическим данным, что видно из рисунка 2.

Параметр уравнения состояния ω

ω(t) =
p

ρ

Согласно последним наблюдательным данным ω = −0.980± 0.053 .
Для нашей модели параметр уравнения состояния равен

ω(t) = −3α2t−2 + 2αt−2

3α2t2
= −1 +

2αt−2

3α2t−2
= −1 +

2

3α
.

Для более полного описания кинематики космологического расширения полезно рассмотреть
расширенный набор параметров [15].

Параметр замедления q

q(t) = −1

a

d2a

dt2

[
1

a

da

dt

]−2

.

Для нашей модели параметр замедления равен

q(t) = −α(α− 1)a0t
α−2a0t

α

α2a2
0t

2α−2
= −1 +

1

α
.

Параметр рывка j (jerk)

j(t) = +
1

a

d3a

dt3

[
1

a

da

dt

]−3

.
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Для нашей модели параметр рывка равен

j =
a0α(α− 1)(α− 2)tα−3a2

0t
2α

α3a3
0t3α− 3

= 1 +
3

α
+

2

α2
.

Параметр щелчка s (snap)

s(t) = +
1

a

d4a

dt4

[
1

a

da

dt

]−4

.

Для нашей модели параметр щелчка равен

s(t) =
a0α(α− 1)(α− 2)(α− 3)tα−4a3

0t
3α

α4a4
0t4α− 4

= 1− 6

α
+

11

α2
− 6

α3
.

Параметры замедления q , рывка j и щелчка s являются безразмерными.
На рисунке 3 изображены графики для параметров уравнения состояния w , замедления

q , рывка j и щелчка s . Где сплошная линия-параметр уравнения состояния w , точечная
линия-параметр замедления q , пунктирная линия-параметр рывка j и штрих-пунктриная
линия-параметр щелчка s .
Энергетические условия
В космологии большое значение имеют энергетические условия. Существует четыре

энергетических условия [15]:
Нулевое энергетическое условие (NEC)

ρ+ p ≥ 0.

Сильное энергетическое условие (WEC)

ρ ≥ 0, ρ+ p ≥ 0.

Слабое энергетическое условие (SEC)

ρ+ 3p ≥ 0, ρ+ p ≥ 0.

Доминирующее энергетическое условие (DEC)

ρ ≥ 0, −ρ ≤ p ≤ ρ.
Для нашей модели энергетические условия имеют следующий вид
NEC

2αt−2 ≥ 0

WEC
3α2t−2 ≥ 0, 2αt−2 ≥ 0.

SEC
6αt−2(1− α) ≤ 0, 2αt−2 ≥ 0.

DEC
3α2t−2 ≥ 0, −3α2t−2 ≤ −3α2t−2 + 2αt−2 ≤ 3α2t−2.

Эти условия накладывают простые и независящие от модели ограничения на поведение
плотности энергии и давления. Для нашей модели выполняется нулевое энергетическое
условие, сильное энергетическое условие, доминирующее энергетическое условие и не
выполняется слабое энергетическое условие, которое не является обязательным.
Заключение. В данной статье рассмотрели модель гравитации Эйнштейна-Картана c f-

эссенцией совместно с однородной, изотропной и плоской Вселенной Фридмана-Робертсона-
Уокера. Для этой модели нашли степенное решение для масштабного фактора. Восстановили
фермионный потенциал. Для описания кинематики космологического расширения нашли
расширенный набор параметров: параметр уравнения состояния w , параметр замедления
q , параметр рывка j и параметр щелчка s . Все получившиеся параметры удовлетворяют
последним наблюдательным данным при α > 1. Давление в рассматриваемой модели
отрицательно и стремится в позднее время к нулю. Поэтому в позднее время происходит
переход в замедленный режим. Изучили энергетические условия. Для рассматриваемой
модели выполняются энергетические условия NEC, WEC, DEC и не выполняется условие
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Рисунок 3 – Зависимость параметра уравнения состояния, замедления, рывка и щелчка от t .

SEC. Построены графики для масштабного фактора, плотности энергии и давления,а так
же для параметров состояния, замедления, рывка и щелчка, графики которых соответствуют
последним наблюдательным данным.
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Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi, Астана, Қазақстан

f-эссенциялы Эйнштейн-Картан гравитация моделi

Аннотация: Берiлген мақалада f-эссенциялы Эйнштейн-Картан гравитация моделi бiртектi, изотропты және жазық
Фридман-Робертсон-Уокер Әлемiмен бiрге төрт өлшемде қарастырылады. Осы модель үшiн қозғалыс теңдеулер жүйесi
анықталған. a = a0tα масштабты факторы үшiн дәрежелi шешiм құрастырылды. Ғаламның үдемелi кеңеюi үшiн α > 1

қажет. Фермиондық потенциал қалпына келтiрiлдi. Космологиялық кеңейту кинематикасының толығырақ сипаттамасын
алу үшiн энергия тығыздығы, қысым, қалып теңдеуiнiң параметрi, тежелу параметрi, серпiлiс параметрi және шерту
параметрi анықталған. Энергетикалық шарттар зерттелiндi. Бұл шарттар энергетикалық тыгыздық пен қысымның
әрекетiне тәуелдiлiк моделiнен тыс шектеулердi белгiлейдi. Қажеттi графиктер салынды.

Түйiн сөздер: Эйнштейн-Картан гравитациясы, f -эссенция, энергетикалық шарттар, күй теңдеуiнiң параметрi,
тежелу параметрi, серпiлiс параметрi, шерту параметрi.

A.E. Madiyarova, O.V. Razina, P.Yu. Tsyba

L.N. Gumilyov Eurasian national university, Astana, Kazakhstan

Einstein-Cartan gravity model with f-essence

Abstract:This article discusses the Einstein-Cartan gravity model with f-essence in four dimensions together with the
homogeneous, isotropic and flat Friedmann-Robertson-Walker Universe. A system of equations of motion has been found for
this model. A power solution is constructed for the scale factor a = a0tα . For an accelerated expansion of the Universe,
α > 1 is necessary. The fermion potential has been restored. For a more complete description of the kinematics of cosmological
expansion, the energy density, pressure, parameter of the equation of state, deceleration parameter, jerk parameter and snap
parameter were found. Energy conditions studied. These conditions impose model-independent constraints on the behavior of
energy density and pressure. Appropriate graphics are made.

Keywords: Einstein-Cartan gravity, f -essence, energy conditions, parameter equation of state, deceleration parameter,

jerk parameter, snap parameter.
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9. Төлемақы. Басылымға рұқсат етiлген мақала авторларына төлем жасау туралы ескертiледi. Төлем көлемi 2018
жылы 4500 тенге – ЕҰУ қызметкерлерi үшiн және 5500 тенге басқа ұйым қызметкерлерiне.

Реквизиттер:
"Евразийский национальный университет им .Л.Н.Гумилева" МОНРК
Столичный филиал АО"Цеснабанк"
КБЕ 16
БИН 010140003594
БИК TSES KZ KA
Счет в кодировке IBAN-
KZ91998BTB0000003104-
"За публикацию ФИО авторов"
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Provision on articles submitted to the journal "Bulletin of L.N. Gumilyov Eurasian National University.
Physics. Astronomy series"

The journal editorial board asks the authors to read the rules and adhere to them when preparing the articles, sent to the
journal. Deviation from the established rules delays the publication of the article.

1.Purpose of the journal. Publication of carefully selected original scientific.
2. The scientific publication office accepts the article (in electronic and printed, signed by the author) in Tex- and Pdf-files,

prepared in the LaTeX publishing system with mandatory use of the original style log file. The style log file can be downloaded
from the journal website bulphysast.enu.kz . And you also need to provide the cover letter of the author(s).

Language of publications: Kazakh, Russian, English.
3.Submission of articles to the scientific publication office means the authors’ consent to the right of the

Publisher, L.N. Gumilyov Eurasian National University, to publish articles in the journal and the re-publication
of it in any foreign language. Submitting the text of the work for publication in the journal, the author
guarantees the correctness of all information about himself, the lack of plagiarism and other forms of improper
borrowing in the article, the proper formulation of all borrowings of text, tables, diagrams, illustrations.

4. The volume of the article should not exceed 18 pages (from 6 pages).
5. Structure of the article
GRNTI http://grnti.ru/
Initials and Surname of the author (s)
Full name of the organization, city, country (if the authors work in different organizations, you need to put the same

icon next to the name of the author and the corresponding organization)
Author’s e-mail (s)
Article title
Abstract (100-200 words, it should not contain a big formulas, the article title should not repeat in the content, it should not

contain bibliographic references, it should reflect the summary of the article, preserving the structure of the article - introduction/
problem statement/ goals/ history, research methods, results /discussion, conclusion).

Key words (6-8 words/word combination. Keywords should reflect the main content of the article, use terms from the article,
as well as terms that define the subject area and include other important concepts that make it easier and more convenient to
find the article using the information retrieval system).

The main text of the article should contain an introduction/ problem statement/ goals/ history, research methods,
results / discussion, conclusion. Tables, figures should be placed after the mention. Each illustration should be followed by an
inscription. Figures should be clear, clean, not scanned.

Tables are included directly in the text of the article; it must be numbered and accompanied by a reference to them in the
text of the article. Figures, graphics should be presented in one of the standard formats: PS, PDF, TIFF, GIF, JPEG, BMP,
PCX. Bitmaps should be presented with a resolution of 600 dpi. All details must be clearly shown in the figures.

In the article, only those formulas are numbered, to which the text has references.
All abbreviations, with the exception of those known to be generally known, must be deciphered when first used in the

text.
Information on the financial support of the article is indicated on the first page in the form of a footnote.
6. The list of literature should contain only those sources (numbered in the order of quoting or in the order of the English

alphabet), which are referenced in the text of the article. References to unpublished issues, the results of which are used in
evidence, are not allowed. Authors are recommended to exclude the reference to pages when referring to the links and guided
by the following template: chapter number, section number, paragraph number, theorem number (lemmas, statements, remarks
to the theorem, etc.), number of the formula. For example, "..., see [3, § 7, Lemma 6]"; "..., see [2], a remark to Theorem 5".
Otherwise, incorrect references may appear when preparing an English version of the article.

Template

1 Воронин С. М., Карацуба А. А. Дзета-функция Римана. -М: Физматлит, -1994, -376 стр.-book
2 Баилов Е. А., Сихов М. Б., Темиргалиев Н. Об общем алгоритме численного интегрирования функций многих

переменных // Журнал вычислительной математики и математической физики -2014. -Т.54. № 7. -С. 1059-1077. -
journal article

3 Жубанышева А.Ж., Абикенова Ш. О нормах производных функций с нулевыми значениями заданного набора
линейных функционалов и их применения к поперечниковым задачам // Функциональные пространства и теория
приближения функций: Тезисы докладов Международной конференции, посвященная 110-летию со дня рождения
академика С.М.Никольского, Москва, Россия, 2015. - Москва, 2015. -С.141-142. - - Conferences proceedings

4 Нуртазина К. Рыцарь математики и информатики. -Астана: Каз.правда, 2017. 19 апреля. -С.7. newspaper articles
5 Кыров В.А., Михайличенко Г.Г. Аналитический метод вложения симплектической геометрии // Cибирские

электронные математические известия -2017. -Т.14. -С.657-672. doi: 10.17377/semi.2017.14.057. - URL:
http://semr.math.nsc.ru/v14/p657-672.pdf. (дата обращения: 08.01.2017). - Internet resources

7. At the end of the article, after the list of references, it is necessary to indicate bibliographic data in Russian and English
(if the article is in Kazakh), in Kazakh and English (if the article is in Russian) and in Russian and Kazakh languages (if the
article is English language). Then a combination of the English-language and transliterated parts of the references list and
information about authors (scientific degree, office address, telephone, e-mail - in Kazakh, Russian and English) is given.

8. Work with electronic proofreading. Articles received by the Department of Scientific Publications (editorial office)
are sent to anonymous review. All reviews of the article are sent to the author. The authors must send the proof of the article
within three days. Articles that receive a negative review for a second review are not accepted. Corrected versions of articles
and the author’s response to the reviewer are sent to the editorial office. Articles that have positive reviews are submitted to
the editorial boards of the journal for discussion and approval for publication.

Periodicity of the journal: 4 times a year.
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9. Payment. Authors who have received a positive conclusion for publication should make payment on the following
requisites (for ENU employees - 4,500 tenge, for outside organizations - 5,500 tenge):

Requisites:
L.N. Gumilyov Eurasian
National University"
JSC "Tsesnabank:"
Tsesnabank КБЕ
КБЕ 16
БИН 010140003594
БИК TSES KZ KA
Счет в кодировке IBAN-
KZ91998BTB0000003104-
-За публикацию фио
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Положение о рукописях, представляемых в журнал «Вестник Евразийского национального университета
имени Л.Н.Гумилева. Серия: Физика. Астрономия»

Редакция журнала просит авторов ознакомиться с правилами и придерживаться их при подготовке работ,
направляемых в журнал. Отклонение от установленных правил задерживает публикацию статьи.

1. Цель журнала. Публикация тщательно отобранных оригинальных научных работ по актуальным проблемам
теоретичуских и экспериментальных исследований в области физики и астрономии.

2. В редакцию (в бумажном виде, подписанном всеми авторами и в электронном виде) представляются Tex- и Pdf-
файлы работы, подготовленные в издательской системе LaTeX, с обязательным использованием оригинального стилевого
файла журнала. Стилевой файл можно скачать со сайта журнала bulphysast.enu.kz. Автору (авторам) необходимо
предоставить сопроводительное письмо.

Язык публикаций: казахский, русский, английский.
3. Отправление статей в редакцию означает согласие авторов на право Издателя, Евразийского

национального университета имени Л.Н. Гумилева, издания статей в журнале и переиздания их на
любом иностранном языке. Представляя текст работы для публикации в журнале, автор гарантирует
правильность всех сведений о себе, отсутствие плагиата и других форм неправомерного заимствования в
рукописи, надлежащее оформление всех заимствований текста, таблиц, схем, иллюстраций.

4. Объем статьи не должен превышать 18 страниц (от 6 страниц).
5. Схема построения статьи
ГРНТИ http://grnti.ru/
Инициалы и фамилия автора(ов)
Полное наименование организации, город, страна (если авторы работают в разных организациях, необходимо

поставить одинаковый значок около фамилии автора и соответствующей организации)
Е-mail автора(ов)
Название статьи
Аннотация (100-200 слов; не должна содержать громоздкие формулы, по содержанию повторять название

статьи; не должна содержать библиографические ссылки; должна отражать краткое содержание статьи, сохраняя
структуру статьи –введение/ постановка задачи/ цели/ история, методы исследования, результаты/обсуждение,
заключение/выводы).

Ключевые слова (6-8 слов/словосочетаний. Ключевые слова должны отражать основное содержание статьи,
использовать термины из текста статьи, а также термины, определяющие предметную область и включающие другие
важные понятия, позволяющие облегчить и расширить возможности нахождения статьи средствами информационно-
поисковой системы).

Основной текст статьи должен содержать введение/ постановку задачи/ цели/ историю, методы исследования,
результаты/обсуждение, заключение/выводы.

Таблицы включаются непосредственно в текст работы, они должны быть пронумерованы и сопровождаться ссылкой
на них в тексте работы. Рисунки, графики должны быть представлены в одном из стандартных форматов: PS, PDF,
TIFF, GIF, JPEG, BMP, PCX. Точечные рисунки необходимо выполнять с разрешением 600 dpi. На рисунках должны
быть ясно переданы все детали.

В статье нумеруются лишь те формулы , на которые по тексту есть ссылки.
Все аббревиатуры и сокращения , за исключением заведомо общеизвестных, должны быть расшифрованы при

первом употреблении в тексте.
Сведения о финансовой поддержке работы указываются на первой странице в виде сноски.
6. Список литературы должен содержать только те источники (пронумерованные в порядке цитирования или в

порядке английского алфавита), на которые имеются ссылки в тексте работы. Ссылки на неопубликованные работы,
результаты которых используются в доказательствах, не допускаются.

Авторам рекомендуется при оформлении ссылок исключить упоминание страниц и руководствоваться следующим
шаблоном: номер главы, номер параграфа, номер пункта, номер теоремы (леммы, утверждения, замечания к теореме и
т.п.), номер формулы. Например, "..., см. [3; § 7, лемма 6]"; "..., см. [2; замечание к теореме 5]". В противном случае
при подготовке англоязычной версии статьи могут возникнуть неверные ссылки.

Примеры оформления списка литературы
1 Воронин С. М., Карацуба А. А. Дзета-функция Римана. -М: Физматлит, -1994, -376 стр. - книга
2 Баилов Е. А., Сихов М. Б., Темиргалиев Н. Об общем алгоритме численного интегрирования функций многих

переменных // Журнал вычислительной математики и математической физики -2014. -Т.54. № 7. -С. 1059-1077. -
статья

3 Жубанышева А.Ж., Абикенова Ш. О нормах производных функций с нулевыми значениями заданного набора
линейных функционалов и их применения к поперечниковым задачам // Функциональные пространства и теория
приближения функций: Тезисы докладов Международной конференции, посвященной 110-летию со дня рождения
академика С.М.Никольского, Москва, Россия, 2015. - Москва, 2015. -С.141-142. - труды конференции

4 Нуртазина К. Рыцарь математики и информатики. -Астана: Каз.правда, 2017. 19 апреля. -С.7. - газетная статья
5 Кыров В.А., Михайличенко Г.Г. Аналитический метод вложения симплектической геометрии // Cибирские

электронные математические известия -2017. -Т.14. -С.657-672. doi: 10.17377/semi.2017.14.057. - URL:
http://semr.math.nsc.ru/v14/p657-672.pdf. (дата обращения: 08.01.2017). - электронный журнал

7. После списка литературы, необходимо указать библиографические данные на русском и английском языках (если
статья оформлена на казахском языке), на казахском и английском языках (если статья оформлена на русском языке) и на
русском и казахском языках (если статья оформлена на английском языке). Затем приводится комбинация англоязычной
и транслитерированной частей списка литературы и сведения по каждому из авторов (научное звание, служебный адрес,
телефон, e-mail - на казахском, русском и английском языках).

8. Работа с электронной корректурой. Статьи, поступившие в Отдел научных изданий (редакция), отправляются
на анонимное рецензирование. Все рецензии по статьям отправляются автору. Авторам в течение трех дней
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необходимо отправить корректуру статьи. Статьи, получившие отрицательную рецензию, к повторному рассмотрению
не принимаются. Исправленные варианты статей и ответ автора рецензенту присылаются в редакцию. Статьи, имеющие
положительные рецензии, представляются редколлегии журнала для обсуждения и утверждения для публикации.

Периодичность журнала: 4 раза в год.
9.Оплата. Авторам, получившим положительное заключение к опубликованию, необходимо произвести оплату по

следующим реквизитам (для сотрудников ЕНУ – 4500 тенге, для сторонних организаций – 5500 тенге):

Мақаланы рәсiмдеу үлгiсi
МРНТИ 27.25.19

А.Ж. Жубанышева 1 , Н. Темиргалиев 2 , А.Б. Утесов 3

1 Институт теоретической математики и научных вычислений Евразийского
национального университета имени Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан

2 Актюбинский региональный государственный университет имени К. Жубанова,
Актобе, Казахстан

(Email: 1 axaulezh@mail.ru, 2 ntmath10@mail.ru, 3 adilzhan_71@mail.ru)
Численное дифференцирование функций в контексте Компьютерного

(вычислительного) поперечника

Введение

Текст введения...
Авторам не следует использовать нестандартные пакеты LaTeX (используйте их лишь в

случае крайней необходимости)

Заголовок секции

1.1 Заголовок подсекции
Окружения.

Теорема 1. ...

Лемма 1. ...

Предложение 1. ...

Определение 1. ...

Следствие 1. ...

Замечание 1. ...

Теорема 2 (Темиргалиев Н. [2]). Текст теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Текст доказательства.

2. Формулы, таблицы, рисунки

δN (εN ;DN )Y ≡ δN (εN ;T ;F ;DN )Y ≡ inf
(l(N),ϕN)∈DN

δN

(
εN ;

(
l(N), ϕN

))
Y
, (51)

где δN
(
εN ;

(
l(N), ϕN

))
Y
≡ δN (εN ;T ;F ;

(
l(N), ϕN

)
)Y ≡

≡ sup
f∈F∣∣∣γ(τ)

N

∣∣∣≤1(τ=1,...,N)

∥∥∥Tf (·)− ϕN
(
l
(1)
N (f) + γ

(1)
N ε

(1)
N , ..., l

(N)
N (f) + γ

(N)
N ε

(N)
N ; ·

)∥∥∥
Y
.

Таблицы, рисунки необходимо располагать после упоминания. С каждой иллюстрацией должна
следовать надпись.

3. Ссылки и библиография

Для ссылок на утверждения, формулы и т. п. можно использовать метки. Например, теорема 2,
Формула (51)
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Таблица 1 – Название таблицы

Простые Не простые
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14

Рисунок 1 – Название рисунка

Для руководства по LATEX и в качестве примера оформления ссылок, см., например, Львовский С.М.
Набор и верстка в пакете LATEX. Москва: Космосинформ, 1994.

Список литературы оформляется следующим образом.

Список литературы
1 Локуциевский О.М., Гавриков М.Б. Начала численного анализа. –М.: ТОО "Янус", 1995. –581 c. - книга
2 Темиргалиев Н. Компьютерный (вычислительный) поперечник как синтез известного и нового в численном

анализе // Вестник Евразийского национального университета имени Л.Н. Гумилева –2014. –Т.4. №101. –С.
16-33. doi: . . . (при наличии) - статья

3 Жубанышева А.Ж., АбикеноваШ. О нормах производных функций с нулевыми значениями заданного набора
линейных функционалов и их применения к поперечниковым задачам // Функциональные пространства
и теория приближения функций: Тезисы докладов Международной конференции, посвященная 110-летию
со дня рождения академика С.М.Никольского, Москва, Россия, 2015. – Москва, 2015. –С.141-142. - труды
конференций

4 Курмуков А.А. Ангиопротекторная и гиполипидемическая активность леукомизина. –Алматы: Бастау, 2007.
–С. 3-5 - газетные статьи

5 Кыров В.А., Михайличенко Г.Г. Аналитический метод вложения симплектической геометрии // Cибирские
электронные математические известия –2017. –Т.14. –С.657-672. doi: 10.17377/semi.2017.14.057. – URL:
http://semr.math.nsc.ru/v14/p657-672.pdf. (дата обращения: 08.01.2017). - электронный журнал

А.Ж. Жұбанышева 1 , Н. Темiрғалиев 1 , А.Б. Утесов 2

1 Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетiнiң теориялық математика және ғылыми есептеулер
институты, Астана, Қазақстан

2 Қ.Жұбанов атындағы. Ақтөбе өңiрлiк мемлекеттiк. университетi, Актобе, Қазақстан

Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр мәнмәтiнiнде функцияларды сандық дифференциалдау

Аннотация: Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр мәнмәтiнiнде Соболев класында жататын функцияларды олардың
тригонометриялық Фурье-Лебега коэффициенттерiнiң ақырлы жиынынан алынған дәл емес ақпарат бойынша жуықтау
есебi толығымен шешiлдi [100-200 cөздер].

Түйiн сөздер: жуықтап дифференциалдау, дәл емес ақпарат бойынша жуықтау, шектiк қателiк, Компьютерлiк
(есептеуiш) диаметр [6-8 cөз/сөз тiркестерi].
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