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Преобразование Дарбу и точное односолитонное решение уравнения
Фокаса-Ленэллса

Аннотация: в настоящей работе рассматривается уравнение, описывающее
распространение ультракоротких нелинейных световых импульсов в оптических волокнах,
так называемое уравнение Фокаса-Ленэллса (УФЛ). УФЛ является одним из обобщений
нелинейного уравнения Шредингера (НУШ) и интегрируемо с помощью метода обратной
задачи рассеяния. Также допускает солитонные или солитоноподобные решения. Для всех
известных эволюционных нелинейных уравнений для поиска солитонных решений приходится
разрабатывать свои методы, учитывающие особенности данного уравнения. В данной работе
предлагается метод преобразования Дарбу (ПД) для УФЛ. Для нахождения односолитонного
решения рассматриваемого уравнения построено 1-кратное ПД. Также с помощью полученных
результатов можно найти двухсолитонное и N-солитонное решения УФЛ.

Ключевые слова: представление Лакса, уравнение Фокаса-Ленэллса, преобразование
Дарбу, солитонное решение.
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Введение. Уравнение Фокаса-Ленэллса (УФЛ) было предложено для моделирования
распространения нелинейных импульсов в одномодовых оптических волокнах. С
математической точки зрения, это уравнение связано с нелинейным уравнением Шредингера
(НУШ) так же, как уравнение Камасса-Холма связано с уравнением Кортевега-де Фриза. УФЛ
выглядит следующим образом [1,2]:

iqxt − iqxx + 2qx − |q|2 qx + iq = 0, (1)
irxt − irxx − 2rx + |q|2 rx + ir = 0, (2)

где q(x, t) представляет собой комплексную оболочку поля, индексы x, t обозначают частные
производные по аргументам x, t и i - мнимая единица. В физических приложениях
применяются две естественных редукции ( r = ±q̄ , где q̄ означает комплексное сопряжение
q ), которое представляют большой интерес в физике. При этом случаю самодефокусировки
соответствует r = −q̄ , а случаю самофокусировки r = q̄ .

Лаксово представление (ЛП) УФЛ имеет вид:

Φx = UΦ, (3)
Φt = V Φ, (4)
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где Φ называется матричная собственная функция, λ - спектральный параметр (собственное
значения) и

U = −iλ2σ3 + λQ, (5)

V = −iλ2σ3 + λQ+ V0 +
1

λ
V−1 −

i

4λ2
σ3. (6)

Здесь

Q =

(
0 qx
rx 0

)
, V0 = iσ3 −

i|q|2

2
σ3, V−1 =

i

2

(
0 q
−r 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

1-кратное преобразование Дарбу УФЛ. Для нахождения солитонного решения УФЛ
используем метод преобразования Дарбу (ПД). ПД является одним из эффективных способов
построения точных решений интегрируемых уравнений. Эффективность ПД связана с тем, что
при нахождении новых решений нелинейной задачи требуется знать лишь частные решения
линейных дифференциальных уравнений.

Для построения 1-кратного ПД уравнения (3) и (4) перепишем в следующем виде:

Φ[1]
x = U [1]Ф[1], (7)

Φ
[1]
t = V [1]Ф[1], (8)

где
U [1] = (Tx + T U)T −1.

V [1] = (Tt + T V )T−1.

Ф[1] задаем в виде [3]
Ф[1] = T Φ.

Путем перекрестного дифференцирования уравнений (7) и (8) получаем

U
[1]
t − V [1]

x + [U [1], V [1]] = T (Ut − Vx + [U, V ])T−1,

где квадратные скобки означают коммутатор. Оператор выбираем как [4,5]

T = λN +M + λ−1K, (9)

где

N =

(
n11 n12
n21 n22

)
, M =

(
m11 m12

m21 m22

)
, K =

(
k11 k12
k21 k22

)
,

то есть

T = T1(λ) =

(
n11 n12
n21 n22

)
λ +

(
m11 m12

m21 m22

)
+

(
k11 k12
k21 k22

)
λ−1,

где nij ,mij и kij (i, j = 1, 2) являются неопределенными функциями, которые необходимо
определить. Из условия совместности системы (7)-(8) имеем

Tx + TU = U [1]T, (10)

Tt + TV = V [1]T. (11)
Подставляя уравнения (5) и (9) в уравнение (10), получим следующее уравнение:

λNx +Mx +Kxλ
−1 − iλ3Nσ3 − iλ2Mσ3 − iλKσ3 + λ2NQ+ λMQ+KQ =

= −iλ3σ3N − iλ2σ3M − iλσ3K + λ2Q[1]N + λQ[1]M +Q[1]K. (12)
Рассмотрим уравнение (12), зануляем коэффициенты при различных степенях λ :

λ3 : iNσ3 = iσ3N, (13)

λ2 : −iMσ3 +NQ = −iσ3M +Q[1]N, (14)

λ1 : Nx − iKσ3 +MQ = −iσ3K +Q[1]M, (15)

λ0 : Mx +KQ = Q[1]K, (16)
λ−1 : Kx = 0. (17)
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Теперь, подставляя уравнения (6) и (9) в уравнение (11), получим следующее уравнение:

λNt +Mt +Ktλ
−1 − iλ3Nσ3 + λ2NQ+ λNV0 +NV−1 −

i

4λ
Nσ3 − iλ2Mσ3 + λMQ+MV0+

+
1

λ
MV−1 −

i

4λ2
Mσ3 − iλKσ3 +KQ+

1

λ
KV0 +

i

λ2
KV−1 −

i

4λ3
Kσ3 =

= −iλ3σ3N + λ2Q[1]N + λV0
[1]N + V [1]

−1N −
i

4λ
σ3N − iλ2σ3M + λQ[1]M + V [1]

0M+

+
1

λ
V [1]

−1M −
i

4λ2
σ3M − iλσ3K +Q[1]K +

1

λ
V [1]

0K +
i

λ2
V [1]

−1K −
i

4λ3
σ3K. (18)

Рассмотрим уравнение (18), и опять положим равным нулю коэффициенты при различных
степенях λ . Имеем

λ−3 :
i

4
Kσ3 =

i

4
σ3K, (19)

λ−2 : − i
4
Kσ3 +KV−1 = V [1]

−1K −
i

4
σ3K, (20)

λ−1 : − i
4
Nσ3 +MV−1 +KV0 +Kt = V [1]

−1M −
i

4
σ3N + V [1]

0K, (21)

λ0 : MV0 +NV−1 +KQ+Mt = V [1]
0M +Q[1]K + V [1]

−1N, (22)

λ1 : NV0 +MQ− iKσ3 +Nt = −iσ3K + V0
[1]N +Q[1]M, (23)

λ2 : NQ− i Nσ3 = −iσ3M +Q[1]N, (24)
λ3 : −iNσ3 = −iσ3N. (25)

Записав матричные уравнения (13)-(17) и (19)-(25) в терминах их компонентов, имеем

n12 = n21 = k12 = k21 = 0

и
q[1] = q

k11
k22

,

r[1] = r
k22
k11

.

Предположим, что m11 = m22 = 0 и k11 = k22 = 1 , тогда

T1 =

(
n11 0
0 n22

)
λ +

(
0 m12

m21 0

)
+

(
1 0
0 1

)
λ−1.

Остается найти n11, n22,m12 и m21 , которые будут выражаться собственной функцией. Для
нахождения n11 и n22 предположим

N = HΛ−1H−1, (26)

где

H =

(
Φ1 −Φ2

Φ2 Φ1

)
, H−1 =

1

∆

(
Φ1 Φ2

−Φ2 Φ1

)
, Λ−1 =

(
λ1
−1 0
0 λ2

−1

)
. (27)

Здесь λ2 = λ1 = λ и ∆ = |Φ1|
2 + |Φ2|

2 . Подставляя уравнение (27) в уравнение (26), получим

N =
1

∆

(
λ−1|Φ1|

2 + λ̄−1|Φ2|2 λ−1Φ1Φ2 − λ̄−1Φ1Φ2

λ−1Φ1Φ2 − λ̄−1Φ1Φ2 λ−1|Φ2|2 + λ̄−1|Φ1|2
)
. (28)

Из уравнения (28) получаем искомые функции n11 и n22 :

n11 =
λ−1|Φ1|

2 + λ̄−1|Φ2|
2

∆
,

n22 =
λ−1|Φ2|

2 + λ̄−1|Φ1|
2

∆
.

Перейдем к нахождению компонентов матрицы M , а именно m12 и m21 . Предположим, что

M = H1Λ
−1
1 H−11 , (29)
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где

H1 =

(
Φ1 Φ2

−Φ2 Φ1

)
, H1

−1 =
1

∆

(
Φ1 −Φ2

Φ2 Φ1

)
, Λ−11 =

(
λ−12 0

0 λ−11

)
. (30)

Подставляя уравнение (30) в уравнение (29), находим

M =
1

∆

(
λ̄−1|Φ1|

2 + λ−1|Φ2|
2 −λ̄−1Φ1Φ2 + λ−1Φ1Φ2

−λ̄−1Φ1Φ2 + λ−1Φ1Φ2 λ̄−1|Φ2|
2 + λ−1|Φ1|

2

)
.

Отсюда получим

m12 =
(λ−1 − λ̄−1)Φ1Φ2

∆
, (31)

m21 =
(λ−1 − λ̄−1)Φ1Φ2

∆
. (32)

Таким образом, новые решения УФЛ имеют вид q[1] и r[1] :

q[1] = q +m12, r[1] = r +m21. (33)

С учетом уравнения (31) и (32) перепишем уравнение (33) в следующем виде:

q[1] = q +
(λ−1 − λ̄−1)Φ1Φ2

∆
, r[1] = r +

(λ−1 − λ̄−1)Φ1Φ2

∆
. (34)

Таким образом, построено 1-кратное ПД УФЛ.

Односолитонное решение УФЛ. Для нахождения солитонного решения уравнений (1) и
(2) зададим нулевое решение УФЛ (затравочное решение) в виде q = r = 0 . С учетом этого
нулевого решения соответствующая линейная система примет вид:

Φ1x = −iλ2Φ1, (35)
Φ2x = −iλ2Φ2, (36)

Φ1t = −i
(
λ2 − 1 +

1

4λ2

)
Φ1, (37)

Φ2t = i

(
λ2 − 1 +

1

4λ2

)
Φ2. (38)

Эта линейная система (35)-(38) допускает следующие точные решения:

Φ1 = l1e
−iλ2x−i

(
λ2−1+ 1

4λ2

)
t+iδ1 = l1e

θ1 , (39)

Φ2 = l2e
iλ2x+i

(
λ2−1+ 1

4λ2

)
t+iδ2 = l2e

θ2 , (40)

где λ, lk, δk(k = 1, 2) - комплексные функции, то есть λ = α+iβ, δk = σk+iτk, здесь α, β, σk, τk
- вещественные функции. Предположим, что δ2 = −δ1 , тогда θ2 = −θ1 . Таким образом θ1
имеет вид θ1 = θ1R + θ1I . Для того чтобы определить θ1R и θ1I , 1/λ2 в уравнениях (39) и
(40) перепишем в следующем виде:

1

λ2
=

α2 − β2

(α2 + β2)2
− 2iαβ

(α2 + β2)2
.

Тогда, θ1 примет вид

θ1 = −iα2x+ 2αβx− iβ2x−

(
iα2 − 2αβ − iβ2 − i+

i
(
α2 − β2

)
4 (α2 + β2)2

+
αβ

2 (α2 + β2)2

)
t+ iσ1 − τ1.

Также θ1 можем переписать как
θ1 = µ+ iχ,
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где

µ = 2αβx+

(
2αβ − αβ

2 (α2 + β2)2

)
t− τ1,

χ = −
(
α2−β2

)
x−

(
α2−β2 − 1 +

(
α2 − β2

)
4 (α2 + β2)2

)
t+ σ1.

Тогда

Φ1 = l1e
µ+iχ, (41)

Φ2 = l2e
−µ−iχ, (42)

где l1 = |l1| eiγ1 , l1 = |l1| e−iγ1 , l2 = |l2| eiγ2 , l2 = |l2| e−iγ2 , |l|1
|l|2 = e2γ , |l|2|l|1 = e−2γ , и γ1, γ2, γ -

вещественные константы.
C учетом нулевого решения наше найденное новое решение (34) (r[1] = ±q̄[1]) примет вид

q[1] =
(λ−1 − λ̄−1)Φ1Φ2

∆
. (43)

Подставив уравнения (41) и (42) в уравнение (43), получим окончательную форму точного
односолитонного решения УФЛ

q[1] =
−iβei(γ1+γ2)

(α2 + β2) cosh2(γ + µ)
. (44)

На рисунке 1 показаны графики односолитонного решения УФЛ при α = β = γ1 = γ = µ = 1
и γ2 = −1 , а ) t = −3, б ) t = 0 , с ) t = 1 .

Рисунок 1 – Односолитонное решение УФЛ

Заключение. В данной работе найдено односолитонное решение УФЛ методом ПД.
Также построены графики этого решения. Полученные результаты могут быть применены
при нахождении точного многосолитонного решения рассматриваемого УФЛ и других (1+1)-
мерных и многомерных интегрируемых систем.
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Дарбу түрлендiруi және Фокас-Ленэллс теңдеуiнiң нақты бiр солитонды шешiмi

Аннотация. Бұл жұмыста оптикалық талшықтардағы ультра сызықты емес жарық импульстарының таралуын
сипаттайтын Фокас-Ленэллс теңдеуi (ФЛТ) деп аталатын теңдеудi қарастырамыз. ФЛТ Шредингердiң сызықты емес
теңдеуiнiң (ШСЕТ) жалпыламаларының бiрi болып табылады және шашыраудың керi есеп әдiсiмен интегралданады.
Сонымен қатар, солитон немесе солитон тәрiздi шешiмдерге ие. Белгiлi эволюциялық сызықтық емес теңдеулердiң
солитондық шешiмдерiн табу үшiн, теңдеудiң ерекшелiктерiн ескеретiн өзiндiк әдiстердi жасау керек. Бұл жұмыста
ФЛТ үшiн Дарбу түрлендiру (ДТ) әдiсiн ұсынамыз. Қарастырылып отырған теңдеудiң бiр солитонды шешiмiн табу
үшiн 1-реттi ДТ құрылды. Алынған нәтижелердi қолдана отырып, екi солитонды және N-солитонды шешiмдердi табуға
болады.

Түйiн сөздер: Лакс көрiнiсi, Фокас-Ленэллс теңдеуi, Дарбу түрлендiруi, солитонды шешiм.

M.B. Zhassybayeva, K.R. Yesmakhanova

L.N. Gumilyov Eurasian National University, Nur-Sultan, Kazakhstan

Darboux transformation and exact one-soliton solution of the Fokas-Lenells equation

Abstract. In this article, we consider an equation describing the propagation of ultrashort nonlinear light pulses in optical
fibers, the so-called Fokas-Lenells equation (FLE). FLE is one of the generalizations of the nonlinear Schrodinger equation (NSE)
and is integrable using the inverse scattering method. Also allows soliton or soliton-like solutions. For all known evolutionary
nonlinear equations for the search for soliton solutions, one has to develop his own methods that take into account the features
of this equation. In this paper, we propose a Darboux transformation (DT) method for FLE. To find a one-soliton solution is
constructed of the equation in question, a 1-fold DT is constructed. Also, using the results obtained, one can find the two-soliton
and N-soliton solutions of FLE.

Keywords: Lax representation, Fokas-Lenells equation, Darboux transformation, soliton solution.
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