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Компьютерное моделирование движения тела под действием центрального
притяжения

Аннотация: в статье проанализированы естественные и виртуальные центральные силы.
Представлены результаты исследования движения тела в поле этих сил, полученные на основе
компьютерных экспериментов. На основе теоремы Бертрана изучены возможные орбиты
движения тела в поле центральных сил гравитационной (или кулоновской) и квазиупругой
природы. Рассмотрены виртуальные центральные силы, исследование которых имеет большую
научную ценность в методологии физической науки.

Исследование естественных и виртуальных сил было проведено с помощью компьютерного
моделирования. Были составлены компьютерные программы в среде ППП Mathcad,
необходимые для нахождения траектории тела в поле различных центральных сил. В
результате проведенного вычислительного эксперимента была доказана теорема Бертрана в
том, что при некоторых начальных условиях тело может двигаться по замкнутой траектории в
двух случаях: в поле гравитационной силы и в поле квазиупругой силы. В обоих случаях тело
движется по форме конического сечения, то есть по траектории эллипса, круга, параболы
и гиперболы. При компьютерном моделировании движения тел в поле виртуальных сил
получили различные траектории в зависимости от начальных условий.

Ключевые слова: поле центральной силы, естественные и виртуальные силы, теорема
Бертрана, коническое сечение, незамкнутая траектория, ППП Mathcad, компьютерное
моделирование, вычислительные эксперименты, полярная координатная система.
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Введение. Сила, действующая на материальную точку, называется центральной, если
она зависит только от расстояния до источника поля (силы) и направлена вдоль прямой,
соединяющей материальную точку с источником поля. В общем виде центральная сила может
быть записана в следующем виде:

~F = Fr(r)
~r

r
где Fr(r) - проекция силы на прямую, соединяющую материальную точку с источником
поля [1].

Когда материальные точки или частицы взаимодействуют с силой обратно
пропорциональной квадрату расстояния, то мы имеем дело с силами тяготения или
Кулона (сила притяжения и отталкивания). Вторым примером центральной силы выступают
квазиупругие силы. В поле квазиупругих сил материальные точки притягиваются к центру
силой прямо пропорциональной расстоянию. Эти два вида центральных сил существуют в
природе. По этой причине их будем называть естественными центральными силами.

Благодаря компьютерному моделированию стало возможным проводить вычислительные
эксперименты, необходимые для целенаправленного исследования естественных центральных
сил, а также центральных сил, так называемых – виртуальных. К виртуальным центральным
силам относятся законы взаимодействия двух материальных точек, когда сила не подчиняется
законам естественных центральных сил.
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Вычислительный (компьютерный) эксперимент - это эксперимент над математической
моделью объекта исследования на ЭВМ, который состоит в том, что по одним параметрам
модели вычисляются другие её параметры и на этой основе делаются выводы о свойствах
объекта, описываемого математической моделью. Для реализации вычислительных
экспериментов нужно придерживаться следующей последовательности действий: создание
физической модели исследуемого объекта - построение математической модели объекта –
создание и реализация компьютерной программы – оформление результатов эксперимента [2].
Теоретический анализ естественных и виртуальных центральных сил. К

естественным центральным силам относятся сила всемирного тяготения ( ~F = −GmM
r3
~r ), сила

отталкивания и притяжения заряженных частиц (закон Кулона ~F = k qQ
r3
~r ) и квазиупругие

силы ( ~F = −k~r ). Далее мы рассмотрим только те центральные силы, в поле которых частица
притягивается к центру. Следовательно, объектом исследования выступает движение тела под
действием центрального притяжения [3, 4].

Французский математик Бертран установил теорему о силах, которые зависят только от
положения движущейся точки, и заставляющих её описывать конические сечения (окружность,
эллипс, парабола и гипербола), каковы бы ни были начальные условия. По теореме Бертрана,
при выполнении некоторых начальных условий частица может двигаться по замкнутой
траектории в двух случаях: 1) в поле силы притяжения, которая обратно пропорциональна
квадрату расстояния r до центра O ; 2) в поле квазиупругой силы ( F пропорциональна r ).
В обоих случаях геометрический вид траектории один и тот же: это будет либо окружность,
либо эллипс [5].

На рисунке 1 представлен случай, когда на тело действует сила всемирного тяготения. В
определенных условиях тело будет двигаться вокруг точки О по замкнутой траектории.

Рисунок 1 – Движение тела в поле всемирного тяготения

На рисунке 2 изображено вращательное движение тела, подвешенного на нити. На тело
всегда действует сила F, направленная в центр окружности. Если угол отклонения нити от
вертикали значителен, то сила, направленная к центру окружности, равна F = mg r√

l2−r2 ,
где r радиус окружности. В этом случае не соблюдается линейная зависимость между силой
и расстоянием тела от центра.

При малом отклонении нити от вертикали можно считать, что l >> r сила, действующая
на тело, приблизительно равна

F ≈ mg

l
r = k · r , где k =

mg

l

Эту силу можно называть квазиупругой силой. Под действием этой силы тело движется по
замкнутой траектории (либо по окружности, либо по эллипсу). То есть выполняется теорема
Бертрана.

На рисунке 3 представлены результаты расчетов движения частицы в центральном поле,
для которого сила не подчиняется законам обратных квадратов и квазиупругой силы. Видно,
что траекторией является незамкнутая кривая.

В этом случае не выполняется теорема Бертрана, поскольку частица движется по
траектории, не являющейся замкнутой.
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Рисунок 2 – Движение тела в поле квазиупругой силы

Рисунок 3 – Траектория движения тел в поле силы притяжения F ≈ 1/r
3
2

Компьютерные модели движения тела в поле естественных и виртуальных
центральных сил. Сначала исследуем естественные центральные силы и изучим с помощью
компьютерных экспериментов поведение частиц в поле таких сил.

Нами созданы специальные программы для полярной координатной системы в среде Math-
cad, позволяющие проводить компьютерные эксперименты над движением частицы в полях
естественных центральных сил и виртуальных сил (Листинг 1) [6].

Листинг 1.
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На рисунке 4 представлены результаты компьютерного моделирования для случаев: n = 2
(гравитационная сила) и n = −1 (квазиупругая сила).

Рисунок 4 – Движение частицы в полях тяготения (а) и квазиупругой силы (б)

Заметим, что при эллиптическом движении частицы в гравитационном поле (или
кулоновском поле тяготения) один из фокусов находится в центре силы тяготения. Во втором
случае точка пересечения большой и малой осей эллипса совпадает с центром квазиупругой
силы.

Для реализации компьютерного моделирования движения тела в поле виртуальных
центральных сил мы устанавливаем формулу центральных сил от расстояния по своему
усмотрению (для этого изменим значения n).

На рисунке 5 представлены случаи, когда центральная сила притяжения не подчиняется
закону обратных квадратов или квазиупругой силы.

Рисунок 5 – Движение частицы в виртуальном центральном поле: a) F (r) = −α/r и б) F (r) = −α
√
r , где α

коэффициент пропорциональности

Изменим условия так, чтобы при больших r преобладали силы притяжения, а при малых –
силы отталкивания. Этим условиям удовлетворяет следующая формула виртуальной силы:
F (r) = −α1/r

n − α2/r
m , где n и m действительные положительные числа, α1 и

α2 коэффициенты пропорциональности. На рисунке 6 изображена траектория тел, когда
центральная сила притяжения подчиняется этим закономерностям.

Заметим, что траектории движения частиц в поле виртуальных центральных сил при
соблюдении некоторых начальных условий являются всегда незамкнутыми кривыми. Изменяя
различные параметры, характеризующие закономерности поля тяготения, можно получить
сколько угодно видов виртуальных центральных сил.
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Рисунок 6 – Движение частицы в центральном поле a) F (r) = 4
r2
− 1
r

и б) F (r) = 1

r
7
2

− 1

r
1
2

Заключение. Исследование закономерностей движения частиц в поле центральных
сил посредством вычислительных экспериментов убедительно показывает, что применение
реальных компьютерных моделей позволяет получать более достоверные результаты. С
другой стороны, компьютерный эксперимент может быть проведен в условиях, недоступных
для обычных (натурных) экспериментов. Поэтому вычислительный эксперимент широко
применяется в физике твердого тела, плазмы, неидеального газа и жидкости, а также при
изучении закономерностей небесной механики.
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Центрлiк тартылыс күшi өрiсiнде дене қозғалысын компьютерлiк модельдеу

Аннотация. Мақалада табиғи және виртуалды центрлiк күштер талданады. Осы күштер өрiсiндегi дене қозғалысын
компьютерлiк эксперименттер көмегiмен зерттеу нәтижелерi берiлген. Бертран теоремасы негiзiнде гравитациялық
(немесе кулондық) және квази серпiмдi табиғи центрлiк күштер өрiсiндегi дене қозғалысының мүмкiн орбиталары
зерттелдi. Физикалық ғылым әдiснамасында үлкен ғылыми қүндылыққа ие бола алатын виртуалды центрлiк күштердi
компьютерлiк әдiспен зерттеу мәселесi қарастырылған.

Табиғи және виртуалды күштердi сипаттайтын физикалық шамалар арасындағы байланыс компьютерлiк
модельдеу арқылы тағайындалды. Әртүрлi центрлiк күштер өрiсiнде дененiң траекториясын табу үшiн қажеттi
компьютерлiк бағдарламалар Mathcad қолданбалы программалар пакетi ортасында жасалды. Жүргiзiлген компьютерлiк
эксперименттiң нәтижесiнде Бертран теоремасы дәлелдендi. Кейбiр алғашқы шарттар орындалған жағдайларда дененiң
түйық траектория бойымен гравитациялық күш өрiсiнде және квази серпiмдi күш өрiсiнде қозғала алатындығы
дәлелдендi. Екi жағдайда да дене конустық қима түрiндегi қисықтармен қозғалады. Конустық қималарға эллипс,
шеңбер, парабола мен гипербола қисықтары жатады. Демек, Бертран теоремасы бойынша табиғи центрлiк күш өрiсiнде
қозғалаған кез келген дене аталған траекториялардың бiрiмен қозғалады. Виртуалды күштер өрiсiндегi денелердiң
қозғалысын компьютерлiк модельдеу кезiнде бастапқы жағдайларға байланысты әртүрлi траекториялар алынды.

Түйiн сөздер: центрлiк күш өрiсi, табиғи және виртуалды күштер, Бертран теоремасы, конустық қима, түйық
траектория, Mathcad пакетi, компьютерлiк модельдеу, компьютерлiк эксперимент, полярлық координаталық жүйе.
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Computer simulation of body motion under the action of Central attraction

Abstract. The article analyzes natural and virtual Central forces. There are presented results of the study of body motion
in the field of these forces are presented. These results were obtained through computer experiments. Possible orbits of a body’s
motion in the field of Central forces of gravitational (or Coulomb) and quasi-elastic nature are studied on the basis of Bertrand’s
theorem. Authors consider virtual Central forces. The study of these forces is of great scientific value in the methodology of
physical science.

The study of natural and virtual forces was carried out using computer modeling. Computer programs were compiled using
the Mathcad application package. Using the Mathcad package, the trajectories of the body in the field of various Central
forces were determined. The results of the conducted computational experiment was to prove the theorem of Bertrand. Under
certain initial conditions, a body can move along a closed trajectory in two cases: in the field of gravitational force and in the
field of quasi-elastic force. In both cases, the body moves along the path of an ellipse, circle, parabola, and hyperbola. When
computer modeling the motion of bodies in the field of virtual forces, different trajectories were obtained depending on the initial
conditions.

Keywords: central force field, natural and virtual forces, Bertrand’s theorem, conic section, open trajectory, Mathcad,

computer modeling, computational experiments, polar coordinate system.
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